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Avant-propos

Cet ouvrage est destiné aux éléves de 5™ sec. SN au volet international désireux d’obtenir une
bonne base dans le cours calcul différentiel 1 du cégep. Avec ce document vous serez en
mesure de comprendre les concepts de limite et de dérivée. J'espere, que tout comme moi,
vous trouverez que le calcul différentiel et intégral est, parmi toutes les branches des
mathématiques, la plus stupéfiante et captivante de toutes.

N.B. Il est a noter que la lettre « m » est celle utilisée pour représenter le taux de variation et
non la lettre usuelle « a ». Parfois j'utilise le terme pente, vous comprendrez qu’il désigne bien-
sar le taux de variation.

A Pierre Parent, un modéle d’enseignant et
a tous mes éleves qui font qu’enseigner
demeure le plus beau métier et aussi

pour toutes ces petites erreurs

gue vous avez trouvées.



Chapitre 1 : Le Domaine

Définition : Domaine d’une fonction : Ensemble des « x » atteint par une fonction.

Exemple 1.1

flx) = i—-:} alorsdom f= R\ {1}

(« x » peut prendre n’importe quelle valeur sauf 1, car si x = 1 on divisera par 0)
Exemple 1.2

f(x) =Vx + 5 alors dom f = [-5,+ o

(car x+5>=0=>x > -5)
Exercices 1.1

Trouver le domaine des fonctions ci-dessous.

a) f(x) = 5=
x—9

b) f(x) = x2+1

c)f(x)=vV2x — 6

d) f(x) =vV2x — 10 +V/12 — 3x



Chapitre 2 : Fonction définie par parties

Définition : Une fonction définie par parties est une fonction dont la loi de

correspondance differe selon les valeurs de « x »

Exemple 2.1
x241six<0

Soitf(x)=44 si0<x<?2
3x+5six> 3

Evaluer

a) f(0) = @ car x = 0 ne correspond a aucune demande de restrictions.
b) f(-4) = (-4)?> + 1 = 17, car -4 correspond a la restriction attitrée a x < 0.
c) f(2) = 4, 2 correspond a la restriction attittréea 0 < x < 2.

d) f(5) =3(5) + 5 =20 car 5 correspond a la restriction attitrée a x > 3.

Définition : Le domaine d’une fonction définie par parties est la réunion des

domaines de chaque sous fonction considérée uniquement sous son intervalle de

définition.

Exemple 2.2

f(x)={x_245ix < -1

x¢ six>-—1

Le domaine de cette fonction est tout simplement la réunion des deux restrictions
x < —letx>—1doncdomf=-00,—1] U] — 1,400

La représentation graphique de cette fonction définie par partie est :

)

Pour x > -1, f(x) = »*; la représentation
est donc une partie de parabole.

Ll L1 1l

Pourx=-1,f(x)=x—4;la
représentation est donc une
demi-droite.

IIII»
1 x

L L



Exemple 2.3

4
[ x <0
fo={rts
2x + 3 .
T —sxta 70

Six<O0alors f(x) = ﬁ son domaine est I\ {-5}

2x+3  _ 2x+3
x2-5x+4 (x—-1)(x—4)

Six>0alors f(x) = son domaine est R\ {1,4}

Donc le domaine « final » de la fonction définie par partie est la réunion de ces deux domaines
E\ {-5,0,1,4} (0 aussi car selon les deux restrictions x < 0 et x > 0, la valeur de x ne peut pas
étre nulle)

Exercices 2.1
Soit :
—2x+1six< -1
flx)=4-2 six= —1
x> —9six>?2

Calculer:
a) f(-1) b) f(-3) c) f(2) d) f(3)

Exercices 2.2
Déterminer le domaine des fonctions suivantes

x2—1si—-4<x<5
a) flx) = 4six=5
21x +3six>6

b) f(x) = {x<x2‘1)
Vx—1six>0

<0

Six

4xsix <0

xX—



Chapitre 3 : Taux de variation

Notion 3.1 Taux de variation moyen (vitesse moyenne)

Définition : Le taux de variation moyen d’une fonction f sur un intervalle [a,b] est noté TVM, ,;,
b) - f(a
Est défini par TVM[, ) = %

passant par les 2 points (a,f(a)), (b,f(b)).)

. (Autrement dit le TVM est la pente d’une sécante

7Y

/ - 106) - f(a)

@f@) /|

/E b-a l >
X

/1
/ a b

(b, f(B)

Exemple 3.1
Soit f(x) =x3+3

Calculons le TVM[-2,0) et représentons la courbe ainsi que la sécante correspondante.

f(0)-f(=2) _3=(=9)
TVM[-2,0] = -2 2 =4 "

/. sy

(-2, f(-2))

La pente de la sécante passant par les points (-2, f(-2)) et (0, f(0)) est égale a 4.



Le taux de variation moyen (pente de la sécante) correspond aussi a la vitesse moyenne
(Comme en physique avec M. Houle.)

Exemple 3.2

La position s d’un mobile en chute libre, par rapport a son point de départ, en fonction du

. 1 .
temps t est donnée par s(t) = > gt? ol g =9,8 m/s? et t est en secondes.

Calculons la vitesse moyenne (TVMj1,3]) de ce mobile entre 1s et 3 s.

3)-s(1 " ,
V[1s,3s] = %, car la position est donnée par s(t)
_441m-49m _ 5
REeoea— , car s(t) = 4,9t S0
(m)
392m _
=T —19,6m/5. 50 F ‘
I
Donc, la vitesse moyenne entre 1set3s 95 | | 53 -s(1)=392m
est de 19,6 m/s. !
o -~ 1
S 2 3 Tt
S

Notion 3.2 Pente de la tangente (vitesse instantanée)

Définition : Une tangente est une droite sécante qui touche en un seul point de la

courbe.

Exemple 3.3
Soit un mobile dont la position s en fonction du temps t est donnée par la régle s(t) = t2

Nous désirons, par cet exemple, calculer la vitesse du mobile au temps t = 3 s. Cette vitesse est
appelée une vitesse instantanée qui correspond a la pente de la tangente a 3 s.

s(t) &
(m)
25 -
20 - / . .
/m,, = vitesse instantanée
15
10 |-
L=
J/ | | | L ’
1 2 3 4 5 i
(s) 6



Cependant pour calculer cette vitesse instantanée qui provient d’une pente, il est nécessaire de

calculer cette pente a partir de deux points. (Donc d’abord a partir d’'une sécante qui tend a

devenir la tangente a la courbe a 3 s.) Voici ce

que je veux dire :

Pour trouver cette vitesse instantanée, nous devons d’abord calculer la vitesse moyenne du

mobile sur des intervalles [3 s, t s], ou nous choisirons t de plus en plus prés de 3 s, afin de

s’approcher de plus en plus de la pentedelat

angente a 3 s.

Calculons la vitesse moyenne sur les intervalles de temps suivants :

a) V3s 5] =s(5;_—;(3) _ 2572;9m= 126;n -3 m/s
b) V[3s 45 = s(4i_—3s(3) _ 16rjg9m _7 m/s
C)V[3s35s = 5(3;2:35(3) = 12'250‘7:5_9"1 =6,5m/s
d) Vs 31s= s(3,1)-s(3) _ 961m-9m _ 6,1 m/s

3,1-3 0,1s

$(3,001) - $(3) _ 9,006001m —9m
3,001-3 0,001 s

d) v 3s 3,0015 =

=6,001 m/s

On peut facilement constater qu’a la limite la vitesse moyenne s’approche de 6 m/s.

Voici une représentation des vitesses moyennes calculées en a), b) et c)

Chaque graphique représente les sécantes données, et comme nous I'avons vu précédemment

la pente de ces sécantes correspond a la vitesse moyenne sur 'intervalle [3 s, t 5]

s() A s(tA s()A
(m) (m) / (m)
25 (5, 25) 25 25 /
20 - 20 - 20 - /
15 15 (4,16) 15
10 |- 10+ 10 (3,5, 12,25)
(3,9) 3,9 (3,9
5+ 5k 5
L 1 L L L : | L L L : L L L 1 ;
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 38 4 5 (t
s

t
(s)

Pente de la sécante 8 m/s  Pente de la sécante 7 m/s

Pente de la sécante 6,5 m/s

s()4
(m)

25 |-

/

/ m,,, = vitesse instantanée

/,

5 / (3, 5(3))

20 |
15

Pente de la tangente 6 m/s

Nous remarquons que, a la limite, plus la deuxieme borne de l'intervalle tend vers 3, plus la

sécante devient une tangente a la courbe au point (3, s(3)) ou (3, 9) dont la pente s’approche a

la limite de 6 m/s.



Ce 6 m/s est appelée la vitesse instantanée et elle correspond a la pente de la tangente au point (3, 9).
On verra plus tard que cette vitesse instantanée a 3 s. ou pente de la tangente a 3 s. correspond a la
dérivée de la fonction s(t) = t? évaluée lorsque t=3s. (s’(t) = 2tetsit=35"(3)=2(3)=6))

Exercices 3.1

La position s (en m) d’un mobile en fonction du temps t (en s) est donnée par s(t) = t> + 2t

a) Calculer la vitesse moyenne de ce mobile sur I'intervalle [1s, 4s].

b) Calculer, a la limite, |a vitesse instantanée du mobile at =5 s. en considérant 4 intervalles.
c) Que représente cette vitesse instantanée graphiquement?

Exercices 3.2

La position s (en m) d’un mobile en fonction du temps t (en s) est donnée par la regle
s(t)=2t2-2

a) Calculer, a la limite, la vitesse instantanée du mobile a t = 2 s en considérant 4 intervalles.

b) Que représente cette vitesse instantanée graphiquement?



Chapitre 4 : Les limites

Le concept de limite nous sert a décrire ce qui se produit avec la valeur de f(x) lorsque nous
utilisons une valeur de x qui est non définie. Pour ce faire, nous prenons des valeurs de x qui
voisinent x.

Exemple 4.1

x3-3x2

Soit f(x) = ouledomf= R \{3}.

x—3

Comme f(3), est non définie, car si x = 3 le dénominateur est nul, voyons ce qui se produit par
contre lorsque les valeurs de x sont voisines de 3.

Valeurs voisines de 3 signifie:

- Lorsque les valeurs de x sont plus petites que 3 et s’approchant de 3 (x — 37)
ou

- Lorsque les valeurs de x sont plus grandes que 3 et s’approchant de 3 (x — 3%)
Autrement dit, la valeur de x n’égale jamais exactement 3.

Trouvons maintenant les valeurs de f(x) correspondantes lorsque x — 3~

2,9 2,99 2,999 2,9999 w3

X
(x) 8,41 8,9401 8,994001 8,99940001 |..—9

Nous remarquons assez aisément que les valeurs de f(x) tendent vers 9 lorsque x tend vers 3

Nous écrivons :
x3 —3x?

Jip F00 =9 ou lim o=

Trouvons maintenant les valeurs de f(x) correspondantes lorsque x — 3*

X 3,1 3,01 3,001 3,0001 .3

f(x) 9,61 9,0601 9,006001 9,00060001 ..—9

Nous remarquons assez aisément, encore une fois, que les valeurs de f(x) tendent vers 9
lorsque x tend vers 3*.




Finalement peu importe les valeurs de x s’approchant de 3 par la gauche (x = 37) ou par la

droite (x = 3%), f(x) s"approche de 9. Nous écrivons donc :

}Ci_rgf(x) =9

La fonction f est représentée par le graphique ci-contre, car

x3-3x% _x*(x-3) ., .
fix) = = T =X’six#3 A

x—3 X—

10

Exercices 4.1

4

2
Soit f(x) = al : X oule dom f= IR\ {0}.
, oxt 4+ 2x
Evaluer : lim——
x-0 X

Exercices 4.2

. B B x—5 . _
Soit f(x) = f(x) = e, ou dom f = B\ {0,5}.
Evaluer lim ——

vl i

8

10



Chapitre 5 : Propositions sur les limites

Il existe 8 propositions sur les limites qui permettent de déterminer les valeurs de celles-ci

directement sans faire tendre x vers des valeurs plus petites ou plus grandes a l'aide de

tableaux.

Proposition 1:

lim K = K, ou K est une constante

Exemple 5.1
lim3 =3 - fi(x)=3
pose: —
9L
] -
— L ppp | gaa—. >
F(x—27) < (x— 2% x
Proposition 2: limx =
flx) A
Exemple 5.2 -
A 4 g
\ 2 flx)=x
limx = 3 3"‘ """" g
x—3 2k : :
1f :
- Lplpl | lele >
[ 1 3 Tx
Proposition 3: Silim f(x) = L, alors
x—a
lim [Kf(x)]=Klimf(x) =KL siKe R
x-a Xx—a
Exemple 5.2

lim3x = 3limx (Proposition 3)
x—8 X—8

= 3 x 8 (Proposition 2)

=24

11



Addition et soustraction

Proposition 4 : limf (x) = L et lim g(x) = M, alors
x—-a x—-a

lim [f(x) + g(0)] = limf(x) + limg(x) =L+ M

x—a

Notez que la proposition 4 fonctionne aussi avec une différence :

lim [f(x) — g(®¥)] = limf(x) — limg(x) =L—-M

x—a

En résumé, la limite d’'une somme est égale a la somme des limites et la limite d’une différence

est égale a la différence des limites.

Exemple 5.3

}Ci_rg(x +7) = }(11)1} X+ }(11)1} 7 (Proposition 4)
=1+ 7 (Proposition 2 et 1)
=8

Exemple 5.4

}Ci_r)r}l(6x —-5)= }(i_ra 6x — }(i_ra 5 (Proposition 4)

6 lim x — 5 (Propositions 3 et 1)

x—4
=6 x4 -5 (Proposition 2)
=19

Produit

Proposition 5 : limf(x) = L et lim g(x) = M, alors
xX—a xX—a

lim [f(x) g(x)] = (lim f(x)) x (lim g(x)) = LxM

x—a

En résumé, la limite d’un produit est égale au produit des limites.
Exemple 5.5

1ing(2x - 1)(Bx+5) = (lirr21(2x —1))x (lirr21(3x +5))  Proposition 5
X— xX— X—

(lim 2x — lim 1) x (lim 3x + (lim5)  Proposition 4
x—2 X—2 X—2 xX—2

12



= (2 lim x — 1) x(3 lim x + 5) propositions 3 et 1
=(2x2-1)x(3x2+5) Proposition 2

=3x11

=33

Exposants

Proposition 6 : limx" =a"™ oun € R

Y—a

Exemple 5.6

limx3 =63 =216

xX—6

Quotient

Proposition 7 : limf (x) = L et lim g(x) = M, alors
xX—a xX—a

foo, lmfx) p
] = Eci_l}(}g(x) = MSlM?t 0

m G

En résumé, la limite d’un quotient est égale au quotient des limites.

Exemple 5.7

i x®—4x*+3
xl—rg 4x — 1 B
lim x3 — 4x% 4+ 3
xX—2

lim4x —1
xX—2

= proposition 7

lim x3 — lim 4x? + lim 3
x—2 xX—2 xX—2
lim4x — lim1
x—-2 x—-2

proposition 4

23— 4limx?+ 3
xX—2

4 lirr% ~— 1 = propositions 6,3 et 1
X—

23 —4x22 + 3 _

4x2 — 1 proposition 6 et 2

13



Proposition 8 : limf (x) = L, alors
xX—a

lm(fCOI" = [limfGo = (L1 our >0

En résumé, I'exposant r s’attribue a 'ensemble de la limite.

Exemple 5.8

lim(2x + 1)* =
x—3

- 4
lirré(Zx + 1)] = proposition 8

Lx—

r 4

lim2x + lim1| = proposition 4
Lx—3 x—3

- 4

2 lin; x+1] = proposition 3 et 1
L x>

[2x3 + 1]* = proposition 2
2401

Exercices 5.1

Evaluer a I'aide des propositions les limites suivantes :

3

lim——
a)xl_IEsz + 4

b) lim [(7x — 3)(4x? — 1)]

x—1

y 3x2 — 7x + 2\°
Olim{ =3

14



Chapitre 6 : Indétermination de la forme o

Comme nous venons de le constater a plusieurs reprises, les propositions sur les limites nous
révelent que, pour évaluer une limite : lim f(x), il semble suffisant de remplacer x par a dans la
xX—a

fonction f(x) donnée.
Par contre, il existe plusieurs cas ol cette méthode n’est pas appropriée : par exemple lorsque
dans le quotient, la limite du numérateur est égale a 0 et la limite du dénominateur est égale a

s o 0
0. Nous appelons ce cas, une indétermination de la forme 5

Exemple 6.1

2
x-—16

lim ———— est une indétermination de la forme —

x>4 x —4 0

Cependant nous pouvons lever cette indétermination en appliquant la limite lorsque x— 4~ et

lorsque x » 4%

X 3,9 3,99 3,999 3,9999 e
(x) 7,9 7,99 7,999 7,9999 o8
X 4,1 4,01 4,001 4,0001 T
(x) 8,1 8,01 8,001 8,0001 o8

e s N 0
Nous pouvons remarquer que nous avons levé l indétermination de la forme S car
- x?-16
lim—— =

x—4 X — 4 8

Cependant voici un moyen beaucoup plus simple (que de faire des tableaux) : la factorisation
du numérateur et dénominateur!

Cx2—=16 . (x+dHx—-49
lim = lim
x-4 X —4 x—4 x—4

= limx+4 =8, six—4 #0
x—4

15




Exercices 6.1

Evaluer :
. 5x2 — 5x
R
bY Ii 2x +4
)xirzlz x2 —4
. x*2-5x+6
¢) lim

xo22x%+x—10

Il existe d’autres méthodes, autres que la factorisation, afin d’éliminer une indétermination de
0 , . . .
la forme o Ces autres méthodes sont des remaniements des expressions rationnelles (mettre

sur le méme dénominateur ou a l'aide du conjugué.)
Voici qu’est-ce qu’on entend par la notion de conjugué :
Le conjuguéde A+Best: A—B

Le conjugué de A—Best:A+B

Par exemple, le conjugué de vVx — 5 estvVx + 5

A I’origine le conjugué servait a éliminer la radical d’une expression, par conséquent si on

multiplie vVx — 5 par son conjugué : vx + 5 nous obtenons :

(Wx —5)x (Wx +5)=x + 5vVx — 5v/x — 25 = x — 25.
Le conjugué servira, comme vous le verrez dans quelques instants, a évaluer une limite avec
une indétermination de la forme %.
Exemple 6.2
Evaluons :
1

lim
x-3 X —

1

?? est une indétermination de la forme 0

16



Pour lever cette indétermination il faut soustraire les expressions au numérateur en retrouvant
leur méme dénominateur :

1.1 3-x
lim% 3 _ lim 3x dénominateur commun
x->3x—3 x-3Xx—
_ 3—x
N xl—rg Bx(x - 3)
—(x=-3) - . .
= lim ———< mise en évidence simple de — 1 au numérateur
x-33x(x — 3)
-1
=lim—=—carx—3 #0
x-3 3x

-1 , . .
=5 en évaluant la limite

Exemple 6.3

Evaluons :

 3—+x

lim

x-9 x —9

_ 3—vx 3+
_pcl—rgx—9x3+\/§

en multipliant le numérateur et le dénominateur

par le conjugué du numérateur.

9 —x
= lim en effectuant
9 (x — 9)(3 +Vx)
—(x—-9)

- lciin9(x—9)(3 +Vx)

mise en évidence simple de — 1 au numérateur

-1
= lim—— ensimplifiantcar x —9 = 0
G vr) P
-1 -1 , ..
= =— en évaluant la limite
3+4v9 6

17



Exemple 6.4 qui tue...

N| =

1
. Ax
im 16

s N . 0
On remarque que nous avons encore l'indétermination mathématique 5

2 —+/x
= lim 22—\/; mettre sur le méme dénominateur
x—4 x4 — 16
2—vVx 2++x
= lim 2Vx 2+ Vx utilisation du conjugué au numérateur
x—4 x2 —16
4 —x
_ i AV +2x
x—4 x2—16
—1(x —4)
4x + 2x

=91ci—r>2 x—4)(x+4)

au numérateur: — 1 en mise en évidence simple, au dénominateur: dif férence de carrés
) -1(x—4)
= lim
x4 (4/x + 2x)(x — 4)(x + 4)

enef fectuant

-1
= lim
x4 (4o/x + 2x)(x + 4)

simplificationcar x —4 # 0

1 1
(WE+2(4))(4+4) 128

en évaluant la limite

Exercices 6.2

Evaluer :
i x?—1
a)lim
x-1 l _ 1
X

18



25
x__

b)l,iﬂ x—5
)i x—5
olim ———
ros (VX — )
a1 36 —x
im ——
x—36VxX — 6
o (x+ h)*t—x*
e) lim ————
h—0 h

Notion : Continuité de fonction

Dans votre cours de calcul 1 vous terminerez ce chapitre en déterminant si une fonction est
continue (courbe se tracant sans lever le crayon) ou discontinue sur un intervalle donné.

YA
Fonction continue
S —>
. y{; YA
i 3 3t J
| g
| A y
[ 2+ 2F o
1 1+ it/ o .
/ / . S o 7
A I T Y || A T W [ S ETER ET A
,f’ : 1 p 1 9 X - 1 2 3 x P 3 1 1 3 X
/ ! "k g B
: f 2 [‘
o
st

Fonctions discontinues



Définition : Une courbe est dite continue lorsqu’elle n’a pas de coupure,

autrement dit, nous pouvons la tracer sans lever le crayon.

Le graphique ci-contre représente une fonction
continue.

Le graphique ci-contre représente une fonction
discontinueenx=-3etx=4

/| .
/

I |
-3 4
Faisons maintenant I'analyse de fonction pour connaitre si cette derniere est continue ou
discontinue.

Définition : Une fonction est continue en x = a si et seulement si ces conditions
sont respectées :

1) f(a) est définie, c’est-a-dire a € dom f. (En x = a : il n’y a pas une bulle vide ou
une asymptote en x = a)

2) lim f(x) existe c'est —a —dire: lim f(x) = lim f(x)
X—a x—-a~ x—at

3)lim f(x) = f(a)

xX—a
c'est — a — dire la réponse de la condition 2 est la méme que celle
de la la condition 1.

Exemple 6.5

x+5six< -1
Soitf(x)=44 six=-1
4x%six > —1

20



Vérifions si f(x) est continue en x =-1
1¢r condition: f(-1) = 4
2éme condition:
xli_)rzll_f(x) = xlirzll_x +5=4
Jm, fO) = Jim, 4 =
Donc, }Cerllf(x) =4
3éme condition : jlci_r)rllf(x) = f(-1)

La fonction est donc continue!

Exemple 6.6

7x%+1

Soitf(x)={ ax orX <1
3x2+2six>1

Vérifions si f(x) est continue en x =1

1¢ condition: f(1) =5

2éme condition:

lim f(x) = lim ﬂ =
X1~ x-1"  4x
&i_r)qj(x) = }Ci_rﬁ+3x2 +2=5

Donc, lim f(x) n'existe pas.
x-1

La 28™Me condition n’étant pas respectée la fonction est discontinue en x = 1
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Exercice 6.3

Pour chaque fonction, déterminer si elle est continue aux valeurs de x données.

5six<4
6six =4

a) En x =4 pour f(x) = 2
six >4

x—

2xsix <1
5six=1
b)Enx=2pourf(x)=<x*+1si1l<x<2
5six=2
7—xsix>2
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Chapitre 7 : La dérivée (point de vue général)

Définition : On appelle la dérivée d’une fonction le taux de variation instantanée TVI

(qui correspond a la vitesse instantanée d’un mobile).

Graphiquement la dérivée, notée f'(x), correspond a la pente de la tangente a la courbe de f au
point (x, f(x)).

A - Tangente au point
(x, f(x)) -~ — (x, f(x)) dont la pente

- - - —7‘\“ est donnée par f'(x).
- \

A /

Décortiquons le concept de dérivée un peu plus...

Comme la dérivée est un taux de variation, plus précisément un taux de variation d’une

. P P, . A Ya2—
tangente en un pOInt d’une Courbe, la dérivée est deSIgnee par un remaniement de ﬁ = x_yl
2—-xq

Commencons, afin de trouver la formule de la dérivée, en revoyant ensemble le taux de
variation moyen (TVM) tel que vu lors du chapitre 3.

'Y

4 . .
Ay ﬁ = Taux de Variation Moyen d’une sécante (TVM)

_____
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En changeant le symbolisme lié au point P; et P,

094
L 7
() === g
- /i Ay _ fb)-f(a) _
| = boa = IVMpgp
Vb)) = [fla)
N _ P ’ :
fla)p--"pfmm oo - - - 1
: b-a :
a b 'x

Cependant, nous désirons trouver le taux de variation d’une tangente (définition de dérivée) et
non le taux de variation d’une sécante.

On remarque que, pour obtenir graphiquement une tangente; Ax ainsi que Ay ou f(x+4x)-f(x)
doivent tendre vers 0. Autrement dit, comme la tangente ne touche la courbe qu’en un seul
point, il N’y a pas de Ax et de Ay !!!

,TA '|‘

flx+ Ax)f------=-====----" ‘

E Jx+ A = f(x)

O] lre oo e e ;

j—i’ de la tangente = Taux de Variation Instantanée(TVI)

- x+4x) — f(x 4 x+A4x) — f(x
—yde la tangente = TVI = lim f( ) f( ) ol _y — f( ) f( )
Ax Ax—0 Ax Ax Ax

Cette formule est ce qu’on appelle la dérivée! La dérivée de la fonction f(x) est notée f’(x)
x+A4x) — f(x
0 = tim FEHA0 = f)

Ax—0 Ax

f’(x) = dérivée de f (x) = pente de la tangente en un point de f (x)
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Exemple 7.1

Calculons la dérivée de fsi f(x) = x?

fx+4x) — f(x)
Ax

f’'(x) = lim par définition
Ax—0

x + Ax)? — x?

x% 4 2xAx + Ax? — x?

= Al;r_r)lo x développement
_ 2xAx + Ax?
= lim
4x-0 Ax
. Ax(2x + Ax) ) o )
= lim ————=  mise en évidence simple de Ax
Ax—0 Ax
= AlimO(Zx + Ax) en simplifiant car Ax # 0
xX—
= 2X en évaluant la limite

On remarque donc que si f(x) = x? alors la dérivée f’(x) = 2x

Si nous voulons évaluer la dérivée afin de calculer la pente de la tangente a un point spécifique,
il suffit d’évaluer la dérivée a la valeur du x du point désiré.

Par exemple, si nous voulons trouver la dérivée (pente de la tangente) lorsque x = 3, il suffit
d’évaluer: f’(3).

f’(3) = 2(3) = 6, ce qui signifie que la pente de la tangente a la courbe (f(x) =x?) ax =3 estde 6 !

Graphiquement :

Tangente au point (3, f(3)); sa pente est 6.

f(3) (3, f(3)

A 4
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Exercices 7.1
Soit f(x) = x> —4x + 8
a) Calculer la dérivée f’(x) de f(x)

b) Evaluer la dérivée f’(5)

Exercices 7.2
Soit f(x) = 3x+1
a) Calculer la dérivée f’(x) de f(x)

b) Evaluer la dérivée f’(2)

Je suis d’avis, tout comme vous je suis certain, que cette facon de trouver la dérivée d’une
fonction est loin d’étre simple. Vous trouverez, dans le chapitre 8 de ce fascicule des manieres

(6 propositions) beaucoup plus simples de trouver la dérivée d’une fonction.
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Chapitre 8 : Dérivée de fonctions

Comme vous avez pu le voir il est assez complexe de trouver la dérivée d’une fonction en employant
fx+4x)— f(x)
A

toujours : f'(x) = Alim .
X—

Il existe une méthode beaucoup plus rapide, et surtout beaucoup plus simple de trouver la dérivée
d’une fonction.

Il existe 15 propositions afin de trouver des dérivées de fonctions vraiment plus rapidement.
En voici 6 d’entre-elles qui les résument en grande partie.

Proposition 1 : Si f(x) = K, alors f’(x) =0 (K étant un nombre réel)

Exemple 8.1
Sif(x)=5,alorsf’(x)=0

Comme f’(x) = 0, cela signifie que le taux de variation est toujours nul. C'est évident, car la
fonction f(x) = 5 est une variation nulle (Droite horizontale)

A

f(x)=5

»
»

Proposition 2 : Si f(x) = x, alors f’(x) =1

Cela se comprend, car la pente est toujours de 1 sur la droite f(x) = 1x

Proposition 3 : Si f(x) = ax, alors f’(x) = nax"*oun € R

Cette proposition, est pour ma part, la plus utilisée et la plus importante de toute!
Exemple 8.2

a) Si f(x) = 2x3, alors f’(x) = 3(2)x>* = 6x?

b) Si f(x) = 4x, alors f’(x) =4x'1=4x"=4

¢) Si fix) = Vx,

flx) = Vx => f(x) = x*/2alors f’(x) =%x%_1 = %x_% = -1
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Exercices 8.1
Trouver la dérivée de :
a)flx) =7

b) f(x) = 4x3/2

c) flx) = 2x

Somme et différence

Proposition 4 : Si H(x) = f(x) + g(x), alors H’(x) = £ (x) + g ’(X)

Par cette proposition, on effectue la dérivée de chaque polyndme de la fonction a dériver.

Notez que cette proposition fonctionne aussi avec des soustractions de polynémes.
Exemple 8.3
Si f(x) = 7x + 3, alors f’(x) = (7x)" + (3)" (Proposition 4)

=(1)7x**+0 (Proposition 3)

=7

Produit

Proposition 5 : Si H(x) = f(x) g(x), alors H’(x) = f ’(x) g(x) + f(x) g’(x)

Exemple 8.4

Si f(x) = (x— 2)(2x + 8), alors

£(x) = (x—2)'(2x + 8) + (x— 2)(2x + 8)’ (proposition 5)
= [(x)- (2)'] (2x + 8) + (x—2)[(2x)’ + (8)" (proposition 4)
= (1-0)(2x+8) + (x—2)(2 + 0)
=2x+8+2x—4

=4x+4
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Exemple 8.5

Si f(x) = 15(x* — 2x), alors

f7(x) = (15)"(x* — 2x) + (15)(x* — 2x)’ (proposition 5)
= (0)(x*— 2x) + (15)[( x*)’ = (2x)'] (proposition 4)
=0+ 15[4x3 - 2]

=60x3-30

Dans votre cours de Calcul 1 la proposition 5 pourra étre généralisée par la proposition 5’

Proposition 5’ : Si H(x) = f1(x) f2(x) f3(x) ... fa(x), alors
H’(x) = f1(x) f2(x) f3(X) .. falx) + f1(x) F2(x) F3(X) ... f(X) + f1(X) F2(X) f'3(X)... fa(X) +...+ F2(X) f2(x) f3(X)... f'n(x)

Division

f(x) f'(x)gx)- f(x) g'(x)

Proposition 6 : Si H(x) = "> alors H'(x) = [9(0)]2

Exemple 8.6

x5
Si f(x) = por alors

F(x) = (x°) x* = x5 (x*)’ (proposition 6)
(x*)?

= (5x*) x* = x° (4x3) (proposition 3)

Ceci est pour vous prouver que la proposition 6 fonctionne belle et bien, car nous savions que la

x> 5
dérivée de f(x) = pory était de 1, car f(x) = % = x et donc (x)’ = 1 par la proposition 2, ou

si f(x) = x, alors f’(x) = 1x}* = 1x°= 1 par la proposition 3...
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Exemple 8.7
. 2X
Sif{x) =~ alors

roy _ @20 (x+1)— 2x (x+1)’
f1a = (x+1)2

_2(x+1)-2x
T (x+1)2

_ 2x+2-2x
(x+1)?

2
T (x+1)?

Exercices 8.2

Effectuer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(x) = -9x

b) f(x) =3x + 2

¢) fix) = 4x% + 24x + 10
d) f(x) = 3xt + x?

&) flx) = x4+ —

) f(x) = x7 = 3x° - %3+ 1
g) fix) = (2x+ 1)(x + 1)

) fix) = —

i) fix) ==

j) fx) = Vx (22 + 7x +4)

(proposition 6)

(propositions 3 et 4)
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Chapitre 9: Identifier la position des asymptotes d’une fonction grace aux

Asymptote verticale :

limites.

1% partie asymptote verticale

1|
droite D, |

I'droite D:

droite D,

dt:‘ﬁitc D,

_!ll/h'
X

La fonction f est discontinue en x = -4 et x = 2 car il y a présence d’asymptotes verticales a ces

endroits (D1 et Dy).

En analysant bien le graphique, nous remarquons que lorsque les valeurs de x sont de plus en
plus pres de 2 par la droite (2*), la courbe de f s’approche de plus en plus de la droite
asymptote D; et la fonction f, (les y), prend des valeurs qui tendent vers moins I'infini.

y

Nous notons ceci

li /) = e

droite D, |

1

I 1 | | L

[ droite D,

droite D,

_an te D-I

!

1

/,,
X

Par contre, nous remarquons aussi que lorsque les valeurs de x sont de plus en plus prées de 2
par la gauche (2), la courbe de f s’approche de plus en plus de la droite asymptote D; et la
fonction f, (les y), prend des valeurs qui tendent vers plus I'infini.

lim f(x) = +o
xX—2~
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Par la méme facon :
lim f(x)= 4+ et lim f(x)= —
x—>—4% x—>—4~

Grace a ces constatations nous disons que x = 2 et x = -4 sont des asymptotes verticales car les
fonctions tendent toujours vers plus I'infini ou moins I'infini a ces deux endroits.

Donc pour qu’une fonction ait une asymptote verticale d’équation x = a, il faut qu’au moins une
de ces 4 conditions soient respectées :

1. lim f(x) = 4o ou 2. lim f(x) = —woou3. lim f(x) = 4+ ou
x—at x—at x—a~

4. lim f(x) = —oo
x—a

Exemple 9.1

Pour savoir si une fonction possede une asymptote verticale, il faut déterminer les valeurs de x
gui annulent le dénominateur. A

Soit la fonction f(x) = % ot sontdom f=1R/{1}

v

Analysons le comportement de fprésde 1 (1 et 17)

| g 3t 4 4
. = = — = —00
- x—1 099999.—1 o0-

\

donc lorsque la fonction f s’approche de 1 par la gauche, f prend des valeurs qui tendent vers

_m'

Il y a donc asymptote verticale en x = 1 car une des 4 conditions est vérifiée. (Condition 4)

Nous pouvons aussi vérifier que :

3x+1 4 4
— — = 400

li = =
o+ x—1  100.01—-1_ o*

1.

Cela confirme aussi I'asymptote verticale en x = 1 car la condition 1 est vérifiée.

32




Cependant, il suffisait de vérifier qu’une de ces deux limites égales —oo ou 40, pour conclure
la présence d’une asymptote verticale.

Exercice 9.1

2x—6
x2-9

Soit f(x) =

Identifier les asymptotes verticales.
Exercice 9.2

Evaluer la limite suivante afin de reconnaitre I’existence ou non d’une asymptote verticale.

. x2+x—6
im ————
x—-3+x%2 + 4x + 3

2°™e partie asymptote horizontale

y

droite D, '1l [ droite D,
Vil rh‘_n_it_-_e D, _
l B : /
L1 ¢ 1 1 1 | 1 Ll 1 | h’
_ -y w2 @], 1§ x
droite D, | |

Reprenons la fonction f et analysons maintenant ce qui se produit aux asymptotes horizontales.
Lorsque x = —0, la courbe de f s’approche de plus en plus de la droite D4, dont I'équation est

y = -1 et la fonction f (les y) prend des valeurs de plus en plus prés de -1.

Nous notons ceci :

Am, 0= -1
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Nous voyons également que lorsque x = 40, la courbe de f s’approche de plus en plus de la
droite D3, dont I’équation est

y = 3 et la fonction f (les y) prend des valeurs de plus en plus prés de 3.

Nous notons ceci :

lim f(x)= 3

X—>+00

Grace a ces constatations nous disons que y = -1 et y = 3 sont des asymptotes horizontales car
les fonctions tendent toujours vers des valeurs de «y» précises. (-1 et 3 dans cet exemple)

Donc pour qu’une fonction ait une asymptote horizontale d’équation y = b, il faut qu’au moins
une de ces 2 conditions soient respectées :

1. lim f(x)=bou2. lim f(x)=Db
X—>+ 00 X—>—00

Exemple 9.2

3
Soit la fonction f(x) = 4 - o déterminons la présence d’asymptote horizontale.

Analysons le comportement de f lorsque x = +o0 et x - —o0

A
lim 4 — > = lim 4 > =4-0=4 /
xote | x| xode . 9999999 B L
Donc, y = 4 est une asymptote horizontale lorsque x = +o _““"““Z -- o /_,
lim 4 5 _ lim 4 5 =4-0=4 ]
wotw T T x T x5t 29999999 .. N
Donc, y = 4 est une asymptote horizontale lorsque x - —oo

Cependant, il suffisait de vérifier qu’une de ces deux limites égales 4 pour conclure la présence
d’une asymptote horizontale.
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Exemple 9.3

. . 547 , . . . R
Soit la fonction f(x) = m , déterminons si cette fonction possede des asymptotes
horizontale.
x> +7 +o0

est une indétermination

lim =
x->+oox3 +4x24+5 400
Pour lever cette indétermination, il y a un truc :

- Mettre en évidence la plus grande puissance de x figurant au numérateur et faire de méme
avec le dénominateur.

- Simplifier la fonction et évaluer ensuite la limite.

lim 5(1+xl5) lim 2(1+x_75) (+°°)2<1+(+ZO)5>

e 3(1+4+ 5):’“+°°(1+%+xi3)_ <1+ 4 +(+§o)3)

_ (+00)2(1+0)
T (1+0+0)

Comme la limite lorsque x = 40 n’égale pas un nombre réel, dans ce cas-ci, égalant+oo, il n'y
a pas d’asymptote horizontale. Par contre, si la limite avait donnée 3, il y aurait eu une
asymptote eny = 3.

Remargue : Dans votre cours de Calcul 1, vous serez aussi en mesure d’identifier les asymptotes
obliques de la courbe d’une fonction.

Exercice 9.3

Déterminer si la fonction suivante possede une asymptote horizontale.

10x%2-1

X)=———

flx) 5x2+6x+1
Exercice 9.4

Evaluer la limite suivante afin de reconnaitre I’existence ou non d’une asymptote horizontale.

i —2x2% —12x
o o x? + 8x + 16
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Chapitre 10 : Chapitre qui tue : Dérivée d’équations implicites

Je me devais de vous montrer comment dériver des équations implicites. Cependant, je vous
avertis, ce chapitre est complexe. C’est pour cette raison que cette notion est dans les derniers
chapitres, car je ne voulais pas vous achever trop vite... Mais au moins, vous pourrez vous
vanter d’avoir vu les dérivées des équations implicites avant votre cours de Calcul 1.

Remarque : Il y aura beaucoup de références au chapitre 8.

En général, vous avez toujours analysé des fonctions ou le y était isolé.

3x+1
x2-9

Exy = 2x+4ouy=2Vx—4+1louy=

Par contre, il y a certaines fonctions ou les variables x et y sont liées par une relation implicite,
c’est-a-dire que le y ne s’isole pas.

Ex. x3y + xy? = 5 ou 3x*y® + 4y? = 7x?y3 -9
Ces équations sont appelées équations implicites.

Le but de ce chapitre est de trouver la dérivée de certaines équations implicites, que nous
notions dans les chapitres précédents f (x), pour faciliter le langage mathématique nous
écrirons a la place y'.

Avant de dériver des équations implicites, voici un préalable crucial, c’est-a-dire une 7°me
proposition importante qui sera généralisée I’an prochain en calcul 1 par ce qu’on appellera la
régle de dérivation en chaine permettant de trouver la dérivée des fonctions dites composées.

Proposition 7 : Si H(x) = [f(x)]", alors H'(x) = r[f (x)]""1f'(x) oure R

Par exemple, calculons la dérivée de H(x) = (8x* — 2x)*

Selon la proposition 7: H’(x) = 4(8x* — 2x)3(32x3 — 2), ce qui est relativement facile a
comprendre.

Voici un autre exemple : calculons la dérivée de H(x) = (x3 + x? — 6x)°
H'(x) = 5(x3 + x? — 6x)*(3x% + 2x — 6)

Avant d’effectuer la dérivée d’équation implicite, il y a un autre préalable important la notation
de Leibniz.
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d
d—z signifie dériver y (la fonction f(x)) par rapport a x.

d
% signifie dériver y (la fonction f(x)) par rapport a u.

du
T signifie dériver u (la fonction ""u'") par rapport a x.
X
Ces notations désignent la fonction a utiliser et la dériver par rapport a une variable en

particulier.

. I dy dy du
N ion Leibniz: f’(x)=y’'= — = — —
otation de Leibniz: f’(x) =y I du dx

, . L ., . d
Reprenons I'exemple précédent et calculons la dérivée appelée f’(x) ou y’ ou d—z

dey = (8x* — 2x)*, grace a la notation de Leibniz.
D’abord affirmons que y = u* et u = 8x* — 2x

d
Calculons : 4
dx

dy _dy du
dx du dx

= 4u3 (32x3 - 2) car Z—Z = 4u3est la dérivée de y par rapport au et

du
Tx 32x3 — 2 est la dérivée de u par rapport a x
= 4(8x* — 2x)3(32x3 — 2) caru = 8x* — 2x

Nous allons maintenant utiliser le principe de la notation de Leibniz afin de trouver la dérivée
d’équations implicites.

. . . .o d .
Dans I’exemple suivant, nous allons calculer la dérivée notée y’ c’est—a—dlreé(sans isoler y).

Nous allons dériver chacun des deux membres de I’équation ce que nous appelons la dérivation
implicite.
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X +y —x2y5=8

d
P (x2 +y3 —x2y°%) = P (8) en dérivant les 2 membres par rapport a x
d 2 + d 3 d 2.5\ d 8 t 4
Ix (x?) P ) e (x%y°) = I (8) proposition

d
= (8) proposition 5

d 2 d 3 d 2 2 i
=D+ 0 - [(a(x )) 0%+ (x )(dx(y5)>

=0 ©propositions 3et1

d d
2+ — () - [(2x> &%) + () (5 (y5)>

Notez que les dérivées restantes ne s’exécutent pas par rapport a x. Nous devrons avoir
recours pour ce faire a la notation de Leibniz.

3

5
ot W [(Zx) %) + (x3) (dy d—y>l

dy dx E Tx 0 Notation de Leibniz

d d
2x + 3y? % - [(Zx) ) + (x?) (Sy4 y)] =0 dérivéesy3 ety® par rapportay

dx
2+ 3y7 ¥ (@0 ) + GG Y =0 car 2=y
2x + 3y? y' — (2xy®> + x%5y*y") =0 simplication des parenthéses
Isolons maintenant y’ qui est la dérivée recherchée.
2x + 3y? y' —2xy5 — 5x%y*y' =0
3y? y' — 5x%yty’ = —2x + 2x y°
y'(3y? — 5x%y*) = —2x + 2x y°> mise en évidence simple

;_ —2x+2xy®

Y = Siteaiys voici, aprés une longue attente, la dérivée de x* + y3 — x%2y°> =8
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Remarque : En général, dans les équations implicites ou il s’agit d’évaluer y’, nous avons a
cause de la proposition 7 et la notation de Leibniz,

day™) dy .,
—=n y
dy dx

a ")
dx Y
. . ye . d TP ,
Dans les deux exemples suivants au lieu d’écrire 2 hous allons écrire I’équivalent y’.
X

Exemple 10.1

Calculons y’ six”y3 = x?

(x7y3) = (x?)'en dérivant les deux membres
&) y3+ (x)(y3?)' = (x?) proposition 5
7x6y3 + x73y%y’ = 2x proposition 3

x’3y%y' = 2x — 7x%y3

_ 2x—7x%?

!

y 3x7y?

Exemple 10.2

Calculons y’ si 7x°y® + 6y3 — 5x* = 3x2y3 — 2x8y°

(7x°y® + 6y3 — 5x*)' = (3x%y3 — 2x8y")’ en dérivant les deux membres.

(7x3y®) + (6y3) — (5x%)" = (3x%y3)' — (2x8y>)" proposition 4

35x*y® + 56x°y’y’ + 18y2y’ — 20x3 = 6xy3 + 9x2y%y’ — 16x7y> — 10x8y*y’
propositions 3 et 5

Isolons maintenant le y’

56x°y’y’ + 18y2%y’ — 9x%y?y’ + 10x8y*y’ = —35x*y® + 20x3 + 6xy3 — 16x7y°

y'(56x°y7 + 18y2 — 9x%y? + 10x8y*) = —35x*y® + 20x3 + 6xy3 — 16x7y°

_ —35x*y® +20x° + 6xy> — 16x7y"
© 56x5y7 + 18y2 — 9x2y2 + 10x8y*

!

y
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Exercice 10.1

Calculer la dérivée y’ de cette équation implicite.

x% + y? = 16 soit l'équation d'un cercle de rayon 4
Exercice 10.2

Calculer la dérivée y’ pour I'équation suivante :

5x3 + 2xy* = 3x2y3
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Chapitre 11 : Analyse de fonctions algébriques
11.1 Intervalles de croissance et d décroissanc)ﬁ

1) Nous constatons que f (la parabole) est
décroissante sur -oo,3].

Remarquez que toutes les tangentes a la courbe de f |

|
sur -c0,3] ont une pente négative d’ou les dérivées f'(x) \ 3
seront négatives (f(x) < 0) pour tous x sur cet intervalle.

2) Egalement, nous constatons que f est croissante sur
[3,+00

Remarquez que toutes les tangentes a la courbe de f
sur [3,+o0 ont une pente positive d’ol les dérivées f'(x)
seront positives (f(x) > 0) pour tous x sur cet intervalle.

|
|
3) Par contre, a x = 3 la tangente a une pente nulle dong, \ 3/

f(x)=0. N

Nous disons que 3 est un nombre critique, car la dérivée est nulle a cette valeur de x.

S(x),
fa}=0 ”‘
E \ | /
S Vo soiere
i ['(h) n'cxiste pas.

-
~ ) v
Justdécroissante. s fest croissante.

[(x) <0 ' [(x)>0

N
fest croissante.

[x)>0

e i i

Définition : Soit ¢ € dom f. Nous disons que «c» est un nombre critique de f (un x
entre 2 variations) si :

1) f(c) =0.
ou
2) f'(c) n"existe pas.
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Résumons :

Analyse de variation : croissante, décroissante et nulle

1) Si f(x) < 0 sur [a,b] alors f est décroissante sur [a,b].
2) Sif/(x) > 0 sur [a,b] alors f est croissante sur [a,b].
3) Si f/(c) = 0 alors c est un nombre critique.

Exemple 11.1
Soit f(x) =Vx? —2x—3
Déterminons les nombres critiques de f.

1
Remarquez que f(x) = Vx2 —2x —3 = (x2—2x—3)2

-1
Donc f'(x) = %(x2 —2x—3)2 (x2 —2x —3)" par la proposition 7 chap. 10

. 1 -1 2x—2
f'(x) =E(x2—2x—3)2 (2x—2)=—2\/m
2(x-1)

2/ (x+1)(x-3)

1) f'(x) = 0six =1d ou 1 estun nombre critique

Si nous factorisons alors f’(x) =

2) f'(x) n'existe pas six = —1 oux = 3 d'ou — 1 et 3 sont aussi des nombres critiques
Exemple 11.2

Maintenant nous analyserons, en 3 étapes, une fonction selon ses nombres critiques ainsi que ses
variations (croissance, décroissance et constance).

Soit f(x) = x? + 4x — 12

1% étape : Calculez f'(x) et factoriser f’(x) car factoriser nous aidera a déterminer les nombres
critiques

fl(x) =2x+4=2(x+2)
2%me étape : Déterminer les nombres critiques de f.
1) f'(x) = 0six =—2d ol — 2 est un nombre critique

2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique
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3%me étape : construire un tableau des variations

Le tableau des variations permet de déterminer les valeurs de x qui rendent la dérivée positive ou
négative.

Placer ici le nombre
critique déterminé +00
a I'étape 2.

X =eo

Placer ici le signe Placer ici le signe

o 5 Ici f'(x}) = O ou ,
f(x) | (+ou =)def'(x)sur f"?:'{n(;)xistc Oug (+ ou =) de f'(x) sur
I"intervalle ci-dessus. o wE P "intervalle ci-dessus.
Sur cet intervalle, Sur cet intervalle,
f'(x) est toujours de f'(x) est toujours de
méme signe. méme signe.
X -00 -2 +00
f(x) — 0 +
fest décroissante () fest croissante ()
f sur f(-2) =-16 sur
-00, -2] [-2, 400
Exemple 11.3
Soit f(x) =V/x2 — 1, construisons un tableau de variations
1% étape :
1 3
fl(x) = Z(x2 -1)7% (x?-1) proposition 7 chap. 10
Dol f/(x) =~ 2 factorisant
ou; f'(x) = = en factorisan
4x2-13 AV (G-D+D)3
28me &tape : Déterminer les nombres critiques de f.
1) f'(x) = 0six = 0d ol 0 est un nombre critique
2) f'(x) n'existe passix = —1 oux = 1d'ou — 1 et 1 sont des nombres critiques
38me étape : tableau de variation
X -00 -1 0 1 +00
f(x) - A A 0 4 A +
f N 0 A A A 0 2
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Note : A signifie que f'(x) ou f(x)n’existe pas, car la valeur de la racine carrée n’existe pas (nous ne
pouvons pas faire la racine carrée d’'un nombre négatif.)

Pour corroborer notre tableau voici a quoi ressemble le graphique de cette fonction

flx) =Vx%2 —1 A

Exercice 11.1
Construire le tableau de variation des fonctions suivantes :
a) f(x) =x*—2x%2-5

b) f(x) = Vx +2
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11.2 Maximum et minimum (Test de la dérivée premiére)

Grace a ce graphigue nous allons distinguer les maximums absolu et relatif ainsi que les
minimums absolu et relatif.

i (x)T

»‘ll.l)/
"
N l._ / w
N g\ il | Ly IS T
_ \k 1 .

(0,-3) (5,-3)
Maximum absolu : y =2
Maximum relatify = 1,5y =-1 et y = 2 (Tout maximum absolu est aussi un maximum relatif)
Minimum absoluy =-3
Minimum relatif y = -1 et y = -3 (Tout minimum absolu est aussi un minimum relatif)
Comme vous pouvez le constater :
Un minimum est toujours une décroissance (N) suivie d’une croissance (A)
Un maximum est toujours une croissance (A) suivie d’une décroissance (N)

Nous pouvons donc construire un tableau de variation (test de la dérivée premieére) afin de
déterminer facilement les extrémums d’une fonction.

Exemple 11.4

Déterminons les maximums et minimums de la fonction suivante

f(x) =2x3 —9x% —108x + 12

1ére étape: f'(x) = 6x? — 18x — 108

f'(x) =6(x*—3x—18) =6(x+3)(x — 6) en factorisant

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de f.

1) f'(x) =0six =—-3oux = 6,dou — 3 etx = 6 sont des nombres critiques

2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique
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3%me étape : construire un tableau des variations

X -0 -3 6 +00
f(x) + 0 - 0
f 7 201 N -528
Max Min

Donc, y = 201 est un maximum et y = -528 est un minimum

Remarque : Dans le cas particulier ou f'(x) n’existe pas et le point (c, f(c)) est un minimum ou
maximum, ce point peut également s’appeler point anguleux ou point de rebroussement. Votre

professeur de calcul 1 vous donnera plus de détail sur ces types d’extrémums.

m Exemple Soit la fonction f définie par le graphique suivant.

Sixih

max.

[ (a, Sia))

(b, f(b)) est un point anguleux.

(b, J(0))

mm.
| .
/ Tx

Exercice 11.2

(a, f(a)) est un point de rebroussement.

Déterminons les maximums ou minimum des fonctions suivantes

a) f(x)= —x?2+5x+7

b) f(x) = 4x°> —5x*+9

) f(x) =3—3(x +2)2
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11.3 Intervalles de concavité vers le bas et concavité vers le haut

Note : Certains de vos profs pourraient employer le terme concave pour la concavité vers le bas
et convexe pour la concavité vers le haut.

® Exemple Soit la fonction f définie par le graphique ci-dessous.

ftx)k

PR
[ existe pas.
‘ [er=0
ou
S () nexiste pas.

£ )

w'existe pas.

/ u

s

o=

4

Y Y

Just concave
vers le bas.

S=)=0

Sest concave
vers le hauat,

x>0

JSust concave
vers [e has,

[} <0

festeoncave
vers le haul,

x>0

[
v
3
|
) i

! [

! [

! [}

! [

! [}

! 1

- L.

1 '

1 [

L [

' ]

! ]

h A

L) ) -
' ¥

' ¥

' »

' t

' 1

" 1

' 1

' 1

' '

D’abord, nous allons relier la concavité d’une courbe au signe de la dérivée seconde f”.
Exemple 11.5
Soit f(x) =x2+1

A I'aide du graphique ci-contre, nous
constatons que la courbe de f est

concave vers le haut sur [E. Nous prouverons le tout grace a f”.

Nous savons que f'(x) = 2x. T/

Cette fonction est toujours croissante ce qui veut dire que la dérivée de f'(x) = 2x donc f"'(x), sera
toujours supérieur ou égale a 0.

Eneffet, f"(x) = 2 d'ou f""(x) = 0 VxR
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Nous allons juger de la concavité d'une fonction grace a deux propositions :

Proposition 1 : Soit une fonction f continue sur [a, b] telle que f” existe sur ]a, bl[.
Sif”’(x) > 0 sur la, b[, alors la courbe de f est concave vers le haut sur [a, b].

Par le méme principe :

Proposition 2 : Soit une fonction f continue sur [a, b] telle que f” existe sur ]a, b[.
Si f’(x) < 0 sur ]a, b[, alors la courbe de f est concave vers le bas sur [a, b].

Voir graphigue ci-haut pour bien assimiler ces deux propositions

Exemple 11.6

Soitf(x) = x3 — 5x%2 + x + 2

Déterminons, en 3 étapes, les intervalles de concavité vers le haut et de concavité vers le bas

grace a la dérivée seconde.
1 étape : Calculer f”(x).
f'(x) =3x%—10x + 1
f"(x) =6x—10
= 2(3x —5) En factorisant
28me étape : Déterminer les nombres critiques de f” :
1) f"(x) =0six= gd'ou zest un nombre critique
2) f"'(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique

3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif a f”

X -00 5 +o0
3
f(x) - 0 +
f f est concave vers fé) = —559 f est concave vers le
le bas sur -oo, g] haut sur [g, +o0
Notation : N Notation : U

48



Exemple 11.7

Soitf(x) =5+ Vx

Déterminons les intervalles de concavité vers le haut et de concavité vers le bas grace au test

de la dérivée seconde.

1 étape : Calculer f”(x).

f1o0) =ta7s

2 -5
"(x) = ——x3 =

1@ = -3

28me étape : Déterminer les nombres critiques de £ :

1) f"(x) = 0 pour aucun x.

2) f""(x) n'existe pas six = 0 d’ou 0 est un nombre critique

3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif a f”

X -00 0 + oo
f’(x) + A -
f V) 5 n

festdonc concave vers le haut de -oo, 0] et
f est concave vers le bas de [0, +oo
Exercice 11.3

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les intervalles de
concavité vers le bas de f.

a) f(x) =2x°—5x*+9

b) f(x) = 2 = {/(x — 1)?

concavité vers le haut et
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11.4 Points d’inflexion, maximums et minimums

Un point d’inflexion est un point du graphique d’une fonction ou il y a changement de
concavité (U suivi de N ou N suivi de U). On remarque dans le graphique ci-dessous que les
points (a, f(a)) et (b, f(b)) sont deux points d’inflexion. La fonction tangente, vue cette année,
possede un point d’inflexion a chaque cycle.

Sl

]

(a, fla})

1
1
L]
L]
L]
al b *x
L}
L]
]
[}
b f v oty b
Sfest concave ! fest concave ; Jest concave
vers le haut. ! vers e bas. ' vers le haut.
[ =0 v [(x) <0 fx) >0
]
. ]
/" change /7 change
de signe, de signe.

Exemple 11.8

Soit f(x) = x* — 24x? — 34

Déterminons les points d’inflexion de f.

1¢¢ étape : Calculer f(x).

f'(x) = 4x3 — 48x

f"(x) =12x%2 — 48 = 12(x?> —4) = 12(x — 2)(x + 2) En factorisant
2¢me étape : Déterminer les nombres critiques de £ :

1) f"(x) =0six=20oux = —2d’ou -2 et 2 sont des nombres critiques

2) f'"(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique
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3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif a f”

X -0 -2 2 +oo
f’(x) + 0 - 0 +
f U -114 N -114 U
inflexion inflexion

Donc les points : (-2, -114) et (2, -114) sont tous deux, des points d’inflexion de f.
Exercice 11.4
Trouver les points d’inflexion de cette fonction.
f(x) =3x>—5x*+1
11.5 Test de la dérivée seconde

Je termine ce chapitre par une fagon de faire plus rapide pour juger si un point est un maximum
ou minimum sans toujours faire un tableau relatif a f/, cette facon de faire s’appelle le test de la
dérivée seconde.

Pour comprendre ce test voici un exemple de compréhension :

FET
\‘ (d-.f(fi))
Soit la fonction f définie par le graphique ci-contre. \\//:
Nous pouvons constater que : E (b, fb)) i é
i) le point (b, f(b)) est un minimum de f, :; 'C :, »

ii) Dong, il est clair que f'(b) = 0 (tangente a ce point horizontale donc de pente nulle).

iii) Nous remarquons facilement que f est concave vers le haut autour du point (b, f(b)) Ceci
nous améne a dire que f’(b) > 0.

De la méme fagon :
i) le point (d, f(d)) est un maximum de f,
ii) Dong, il est clair que f(d) = 0 (tangente a ce point horizontale donc de pente nulle).

iii) Nous remarquons facilement que f est concave vers le bas autour du point (d, f(d)) Ceci
nous amene a dire que f(d) < 0.
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Voici donc en un résumé le test de la dérivée seconde :

Soit une fonction f et c un nombre critique de f tel que f’(c) = 0.
1) Sif”(c) > 0 alors le point (c, f(c)) est un minimum.

2) Sif”(c) <0 alors le point (c, f(c)) est un maximum.
3) Sif”(c) =0 ou f”(c) n’existe pas, alors on ne peut rien conclure.

Exemple 11.9

Soit f(x) = 3x°> —5x3 + 2

Déterminons les maximums et minimums grace au test de la dérivée seconde.
1 étape : calculer f(x)

f'(x) = 15x* — 15x? = 15x2(x? — 1) = 15x%(x — 1)(x + 1) en factorisant
28me étape : calculer les nombres critiques de f.

D) f'(x)=0six=0,x=1etx=—1,d'ou—1,0et 1 sont des nombres critiques.
2) f'(x) est définie pour tous x, d" ol aucun autre nombre critique

3éme &tape : calculer f/(x)

f"(x) = 60x3 — 30x

4¢me gtape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

f"(—=1) = -30donc f"(—1) < 0 donc (—1,f(—1)) est un maximum de f.
f"(1) =30donc f"(1) > 0 donc (l,f(l)) est un minimum de f.

f"(0) =0 donc on ne peut rien conclure pour l'instant a savoir

si nous sommes en présence d'un minimum ou maximum
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Pour savoir si (0, f(0) est un max. ou min. nous devons obligatoirement batir un tableau de

variation (test de la dérivée premiére voir section 11.2)

X -00 -1 0 1 +00
f(x) 0 0 0
f 4 2 0
Max Rien Min
conclure

Nous constatons que (-1, 4) est un maximum et (1, 0) est un minimum comme le test de la
dérivée seconde I'a démontré. Par contre, le point (0, 2) n’est ni un maximum ou minimum. On
pourrait vérifier si (0, 2) est un point d’inflexion grace au tableau de variation relatif a f. (voir
section 11.4)

Exemple 11.10
Soit f(x) = 2x3 — 6x + 3

Déterminons les maximums et minimums de cette fonction suivante grace au test de la dérivée
seconde.

1 étape : calculer f(x)

ff(x)=6x2—6=6(x*>—-1)=6(x—1)(x+1) en factorisant

2¢me étape : calculer les nombres critiques de f.

1) f'(x) =0six=1etx =—1,d'ou — 1et 1sont des nombres critiques.
2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

3éme &tape : calculer f’(x)

f'(x) =12x

4¢me gtape : Test de la dérivée seconde :

f"(=1) = =12 donc f"(—1) < 0 donc (—1,f(—1)) est un maximum de f.
f"(1) =12donc f"(1) > 0 donc (1,f(1)) est un minimum de f.

Donc,(—l, f(—1)) ou (—1,7) est un maximum et (1,f(1)) ou (1, —1)est un minimum.
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11.6 Analyse des fonctions algébriques a I’aide de la dérivée premiére et seconde

Ce chapitre vous parait peut-étre lourd ou méme pénible pour certains..., alors j'ai ajouté cette
section qui résume I'ensemble du chapitre 11.

Exemple 11.11

Voici un dernier exemple qui englobe I'essentiel de ce chapitre. Le tout sera résumé a travers
celui-ci.

Soit f(x) = x3 — 6x2 + 7, étudions cette fonction f grace aux dérivées premiére et seconde.
18 étape : calculer f/(x) et calculer les nombres critiques de f.

f'(x) =3x% —12x = 3x(x — 4) = 3x(x — 4) en factorisant

Nombres critiques :

1) f'(x) =0six=0etx =4,d'ou0 et 4 sont des nombres critiques.

2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

2eme étape : calculer f”(x) et déterminer les nombres critiques de f’
f"(x) =6x—12

Nombres critiques :

1) f"(x) = 0six =2d'ou 2 est un nombre critique

2) f"'(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique

3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif f et f”.

X -00 0 2 4 +00
f(x) + 0 — - — 0 +
f(x) - — - 0 +

f Aetn 7 Y etNn -9 N etU -25 AetyU

Allure et (0,7) (2,-9) (4, -25)
points f) w K _j
Max Inflexion Min
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Remarques :

Dans la ligne f: Vous devez que combiner croissante A (f'(x) : + ) ou décroissante N (f'(x): —)
selon le signe de f’ et la concavité vers le haut U (f”(x) : +) ou la concavité vers le bas n (f”(x) :
- ) avec le signe de f”.

De plus,

f) signifie croissante /1 et concave vers le bas N
_j signifie croissante /1 et concave vers le haut U

K signifie décroissante N et concave vers le haut U

w signifie décroissante N et concave vers le bas N

Dans votre cours de calcul 1, vous devrez esquisser le graphique de cette fonction. Avec la
ligne : Allure et points, il vous sera facile de la tracer a la main, ce qui est pour moi tres difficile
avec Word...

Exercice 11.5

Pour chacune des fonctions suivantes construire un tableau relatif a f' et f” afin de I'analyser en

détail. (Trouver les maximums, minimums et points d’inflexion, concavité vers le haut et vers la
bas.)

a) f(x)=—x>+7+5x
b) f(x) =vx®—3x+1
o) f(x)=5x—4Vx?

d) f(x) = x>+x%+2x
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Chapitre 12 : Dérivées des équations exponentielles et logarithmiques

12.1 Dérivée des fonctions exponentielles

Proposition1:Si H(x) = a*,oua >0eta # 1,alorsH'(x) =a*Ina

Je laisserai le soin a votre prof de Calcul 1 de prouver le pourquoi de cette proposition, il faut
bien qu’il travaille un peu...

Exemple. 12.1

Calculons la dérivée des fonctions f suivantes.

a)Si f(x) = 6% alors, f'(x) = 6*In6

0)si () = () alors, £'G) = (2) 1 (2)

3x
osif(x) = — alors,

3x)lx3_3x(x3)'

f'lx) = (T Proposition 6 chapitre 8

3% In 3x3- 3% (3x2)

x6

x?%(x 3*1n3 - 3(3%)) ,
= 76 en factorisant

x3¥In3 - 3(3%) S
= 2 en simplifiant
X

Proposition 2:Si H(x) = a/®,otta >0eta # 1,alors H (x) = a’®PIna f'(x)

La proposition 2 découle de la proposition 1 et également de la notation de Leibniz vue au
chapitre 10.
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Exemple 12.2

a)Sif(x) = 20 calculons la dérivée de f.

Fr00) = 262 4x3 = 4x3 206D In2

Exercices 12.1

Calculer les dérivées de fonctions exponentielles suivantes :
a) f(x) = 77

b) f(x) = x> 8*

2x
5%+ 11%

o) f(x) =

Proposition 3 : Si H(x) = e*,alors H'(x) = e*

ou e est la base naturelle e=2,718281...

Oui oui, la dérivée de e* reste inchangée ... Votre prof le prouvera en calcul 1...

C’est pour cette fabuleuse raison qu’il a tellement de fonctions exponentielles en sciences (vous
le verrez dans vos cours de physique au cégep) qui ont comme base, cette base «e»!

Exemple 12.3

Calculons la dérivée de :
f(X) — 82x3—5x
f'(x) = e ¥Ine (6x? — 5) = (6x> — 5)e?* " Ine = (6x2 — 5)e?* ~5

carIne = 1 Comme vu dans votre mémorable cours avec moi...
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Découle de cet exemple la prochaine proposition :

Proposition 4 : Si H(x) = e® alors H'(x) = /™ f/(x)

Exercice 12.2
Calculer les dérivées de
a) f(x) = e — =3

b)f(x) — 23x+ex

12.2 Dérivée des fonctions logarithmiques

Note : je vous rappelle que, tel que vu dans mon cours que In = loge.

Proposition 5 : Si f(x) = Inx,alors f'(x) = £l

X

C’est plus fort que moi, en voici la preuve :

Siy=Inx alorse’ =x

car y = Inx, c'est comme dire y = log, x (unlogest un exposant!!!! ...)
Jereviensae¥ = x

e™ =xcary =1Inx

(™) = (x)' dérivées des 2 membres

e™(Inx)' =1 proposition 4

(Inx)' = isoler (Inx)’

e Inx

(Inx)' = car e!™ = x car e!™ = el98¢* = x [oi fondamentale vu avec moi ...
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Exemple 12.4

Calculons la dérivée de :
a) f(x) =x3Inx

f'(x) = (x*)'Inx + x3(Inx)’
=3x%Inx + x3 -
x

= 3x?%Inx + x?
b) f(x) = In” x

7In®x

f'(x) = 7In®x (Inx)' = 7In®x % =——  (J'ai appliqué proposition 7 chap 10)

Proposition 6 : Si H(x) = In f(x),alors H'(x) = [ﬁ]f’(x) = %

Exemple 12.5

Calculons la dérivée de f(x) = In(x3 — 4x)

(x®—4x)"  3x*—4

f'(x) = (x3 —4x)  (x3 — 4x)
Proposition 7 : Si f(x) = log, x, alors f'(x) = xllnc
Exemple 12.6

Calculons la dérivée de f(x) = 2xlog; x

f'(x) = (2x)"logz x + 2x(log; x)’

2x
xln 3

1
= 2logz x + 2x m=210g3x+
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Proposition 8 : Si H(x) = log. f(x),alors H'(x) =

frx)
fx)inc

Exemple 12.7
Calculons la dérivée de f(x) = log,(x° — 3x)

5x* -3

fi) = (x5 —3x)In 2

Vous remarquerez qu’il est assez simple de dériver les fonctions logarithmiques en appliquant

les propositions de 5 a 8. Votre difficulté sera de les apprendre par coeur...

Exercice 12.3
Calculer les dérivées de :

a) f(x) = logg x + logs x

In x®

b) f (x) =

c) f(x) = x*logs x
d) f(x) = logs(2x° + 3)

e) f(x) = x"In3x
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Chapitre 13 : Optimisation

Comme vous l'avez vu lors de votre cours de 5°™ secondaire nous pouvons trouver des maximums et
des minimums liés a des problemes écrits comme trouver le maximum de profits ou le minimum de
dépenses d’une entreprise.

Dans ce chapitre, nous ferons la méme chose, mais sans faire de polygones de contraintes pour trouver
le sommet qui optimise la situation. Nous utiliserons maintenant le test de la dérivée premiére et le test
de la dérivée seconde afin de trouver le maximum ou minimum d’un probleme écrit.

Voici les 6 grandes étapes afin d’optimiser un probleme écrit :

e 1) Définir les variables

e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)

e 3) Chercher les équations entre les variables

e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Max ou Min)

e 6) Formuler la réponse

Voici un exemple concret qui témoigne bien de ces étapes a suivre.

Exemple 13.1

Chosebinne dispose de 120m de cloture pour délimiter un terrain rectangulaire. Quelle seront les
dimensions du terrain pour que son aire soit maximale?

e 1) Définir les variables
x : largeur
y : hauteur
e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
Alx, y) = xy
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)

120—-2x 120-2
etx= Ty

Périmetre : 2x + 2y =120d’oly =

e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

Al y) = x (120—2x)

2

=x (60 —x)
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= 60x — x?
D'ou A(x,y) = 60x — x?
Note : puisque x représente la longueur d'un coté et que le périmétre est de 120

il ne peut étre plus grand que 60.
Donc, 0 £ x<600udom A =0, 60]

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée premiere

1ére étape: A'(x) = 60 — 2x

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de A.

1) A'(x) = 0 si x = 30,d"ou 30 est un nombre critique

2) A’ (x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

3%me étape : construire un tableau des variations

X 0 30 60
A’(x) A (car pas . 0 _ A (car pas
de base...) de hauteur)
A A 900 N 8
Max

e 6) Formuler la réponse

Six=30alorsy="7

120—2x 120-2(30)
,alorsy = —

Commey = ,alors y =30
Les dimensions recherchées sont donc de 30m par 30m.

Note : Nous aurions pu faire aussi le test de la dérivée seconde pour obtenir la méme conclusion. En
voici la preuve :

1%re étape : calculer A’(x)

A'(x) =60 —2x
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2°me gtape : calculer les nombres critiques de A.

1) A'(x) = 0 si x = 30,d"ou 30 est un nombre critique

2) A’ (x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

3eme gtape : calculer A”(x)

A'(x) =-2

4¢me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

A""(30) = =2 donc A" (30) < 0 donc (30,A(30)) est un maximum de A.

Je vous rappelle que si le test de la dérivée premiére fonctionne, il n’est pas nécessaire de faire le test de

la dérivée seconde. Vous pouvez tout de méme faire le test de la dérivée seconde en premier pour
trouver le min ou le max, car c’est un plus rapide lorsqu’il fonctionne.

Exemple 13.2

Trouver deux nombres dont la somme est 12 et le produit est maximal. C’est le genre de probleme qui
pourrait étre une belle énigme de la semaine (Nostalgie...)

e 1) Définir les variables
x : 1" nombre
y : 26™ nombre
e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
P(x, y) = xy
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Puisque, x+y=12alors,y =12 —xetx=12—y
e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable
Alx, y)= x(12 — x)
D'ou A(x,y) = 12x — x?

Note: Puisque x représente la valeur du ler nombre, il peut prendre n’'importe quelle valeur d’otido
mpP=
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e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde

pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)
Test de la dérivée seconde (car plus rapide que le test de la dérivée premiere...)
1ére étape: P'(x) = 12 — 2x
2%me étape : Déterminer les nombres critiques de P.
1) P'(x) = 0si x = 6,d" ol 6 est un nombre critique
2) P'(x) est définie pour tous x, d'oll aucun autre nombre critique
3eme gtape : calculer P”’(x)
P"(x) = —2
4¢me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :
P"(6) = —2 donc P""(6) < 0 donc (6, P(6)) est un maximum de P.
e 6) Formuler la réponse
Six=6alorsy="
Commey =12 —x,alorsy =12 —6alors y=6

Les deux nombres recherchés sont donc de 6 et 6!!!

Exercice 13.1

Résoudre les problémes d’optimisation suivant :

a) Déterminer les dimensions d’un rectangle dont |'aire sera maximale a inscrire dans un cercle de rayon

de5cm.

b) La somme de deux nombres positifs est 140. Quels sont ces deux nombres si le carré du premier

ajouté au deuxiéme donne une somme minimale.
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c¢) Une feuille a un périmetre de 110 cm. Si cette page comprend des marges de 4 cm en haut, de 3cm en
bas et de 2 cm sur les deux c6tés, quelles dimensions la page doit-elle avoir pour que sa surface soit
maximale.

d) Une boite en or & base carrée et ouverte sur le dessus a un volume de 36 cm3. Déterminer les
dimensions que doit avoir cette boite pour que la quantité d’or nécessaire a sa fabrication soit minimale
et évaluer cette quantité minimale d’or nécessaire.

e) Une fenétre a la forme d’un rectangle surmonté d’un demi-cercle. Le périmetre du rectangle est de
8m, déterminer les dimensions de la fenétre d’aire maximale.
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f) On forme un céne dont I'apothéme est de 24 cm. Déterminer la hauteur du céne si son volume doit
étre maximal.
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Chapitre 14 : Dérivée des fonctions trigonométriques

Durant notre cours de mathématiques de 5™¢ secondaire, nous avons étudié de long et en
large les fonctions trigonométriques sinus, cosinus et tangente. Nous aborderons dans ce
présent chapitre I’étude des dérivées de ces trois fonctions.

14.1 Dérivée de fonctions sinus

Proposition 1 : Si H(x) = sinx, alors H'(x) = cos x

Exemple 14.1

Calculons la dérivée de f(x) = 2xsinx
f'(x) = (2x)'sinx + 2x(sinx)"  Proposition 5 (du chap. 8)

f'(x) = 2sinx + 2xcosx Proposition 1

Exemple 14.2

Calculons la dérivée de f(x) = sin*x
f'(x) = 4sin3x(sinx)’ Dérivation en chaine (proposition 8) chapitre 10
= 4sin3xcosx

Voici un bref rappel de ce gu’est la dérivation en chaine. Cette méthode pour trouver la dérivée
d’une fonction composée est tres similaire a la proposition 7 vue au chapitre 10. La regle de la
dérivation en chaine est en quelque sorte sa généralisation.

Régle de dérivation en chaine :

Proposition 8 du chapitre 8:

SiH(x) = flg(x)], alors H'(x) = f'([g(x)]1g'(x)

Voici un exemple simple pour vous permettre de constater que cette proposition est facile a
appliquer.

Calculons la dérivée de H(x) = (x> + 5x)’
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SiH'(x) = r[f(x)]""1f'(x), proposition7 alors
H'(x) = 7(x® + 5x)°(x3 + 5x)’
H'(x) = 7(x3 + 5x)° (3x? + 5)

Nous pouvons prendre le traitement de deux fonctions de maniére distincte,

soit f(x) = x’et g(x) = x3 + 5x, voici donc une autre facon de trouver cette méme

dérivée soit avec la régle de la dérivée en chaine:

Si f(x) = x7,alors f'(x) = 7xSet si g(x) = x* + 5x, alors g'(x) = 3x% + 5
Par la proposition 8 :
H'(x) = f'([g(x)]g' (x)

= 7[g(x)]°(3x* + 5)

Comme vu dans notre cours (Compositions de fonctions : On met g(x) : (x3 + 5x) dans la
fonction f'(x) = 7x° 4 la place du x.

= 7(x3 + 5x)%(3x% + 5)

Revenons au but de ce chapitre, soit les dérivées des fonctions trigonométriques.

Proposition 1’ : Si H(x) = sin f(x), alors H'(x) = [cos f(x)]f'(x)

Exemple 14.3
Calculons la dérivée de : H(x) = sin (3x* — 2x3) alors,
H'(x) = cos(3x* — 2x®)(3x* — 2x3)" Proposition 1' et dérivation en chaine

H'(x) = cos(3x* — 2x3) (12x3 — 6x?)

Exemple 14.4
Si f(x) = sin3(x? — sinx), alors
f'(x) = [sin3(x? — sinx)]’

f'(x) = 3sin?(x? — sinx)[sin(x? — sinx)]"  Dérivation en chaine
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f'(x) = 3sin?(x? — sinx) cos(x? — sinx)(x? — sinx)’ Proposition 1’
f'(x) = 3sin?(x? — sinx) cos(x? — sinx)(2x — cosx)

Exercice 14.1

Calculer les dérivées des fonctions sinus suivantes :

a) f(x) = x*sinx
b) f(x) = Sinxx—_z1

c) f(x) = xsin®(x? — 6)

1
d) f(x) = —
14.2 Dérivée de fonctions cosinus
Proposition 2 : Si H(x) = cos x, alors H'(x) = —sinx
Exemple 14.5
f(x) = Vcosx

f(x) = (cos x)% alors,

1 -1
f'lx) = 3 (cos)2 (cosx)' dérivation en chaine

-1
f'x) = %(005)7(—sinx) Proposition 2

—sinx

fflx) = ——
2(cos x)2
—sinx

f& = 2\ cosx

Proposition 2’ : Si H(x) = cos f(x), alors H'(x) = [—sinf (x)]f'(x)
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Exemple 14.6

Calculons la dérivée

f(x) = cos(3x?), alors

f'(x) = —sin(3x2)[3x2%]"  Proposition 2’

f'(x) = —sin(3x2) [6x]

f'® = —6x sin 3x?

Exercice 14.2

Calculer les dérivées des fonctions cosinus suivantes :

a) f(x) = cos2x — cos3x

3x

b) f(x) - cosx

c) f(x) = cos*(2x> —3)

Poursuivons afin de trouver les dérivées de fonctions trigonométriques plus complexes. Vous verrez,
ayant compris les dérivées des fonctions sinus et cosinus, il suffira de traiter le calcul de ces dérivées
dans le méme esprit.

Exemple 14.7

Calculons la dérivée de :

f(x) = cosx? — 5sin (3x — x?)

Dong, f'(x) = [cosx?]' — [5sin(3x — x?)]’

f'(x) = —sinx?(x?)" — 5cos(3x — x?)(3x — x2)' Propositions 1’ et 2’
f'(x) = —sinx?(2x) — 5cos(3x — x2)(3 — 2x)

f'(x) = —2xsinx? — 5(3 — 2x)cos(3x — x?)

f'(x) = —2xsinx? — (15 + 10x)cos(3x — x?)

f'(x) = —2xsinx? — 15cos(3x — x2) + 10xcos(3x — x?)
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En voici un a la hauteur de votre intelligence... En y allant étape par étape, proposition par
proposition, nous y arriverons peu importe sa complexité!

Exemple 14.8

Calculons la dérivée de :

f(x) =sin3(x? +5) + cos?(2x* + 1)

Donc, f'(x) = [sin3(x? + 5)] + [cos?(2x* + 1)]’

f'(x) = 3sin?(x? + 5)[sin(x? + 5)]' + 2cos(2x* + 1)[cos(2x* + 1)]" Dérivation en chaine a
deux reprises

f'(x) = 3sin?(x? + 5)cos(x? + 5)(x%2 + 5)' + 2cos(2x* + 1) (—sin(2x* + D (2x* + 1)’
Propositions 1’ et 2’

f'(x) = 3sin?(x? + 5)cos(x? + 5)(2x) + 2cos(2x* + 1)(—sin(2x* + 1)(8x3)

f'(x) = 6xsin?(x? + 5)cos(x? + 5) — 16x3cos(2x* + 1)(sin(2x* + 1)

Voila!l

Exercice 14.3
Calculer les dérivées de fonctions suivantes :
a) f(x) = cos(x* + sinx)

b) f(x) = cos(sinx) — sin(cosx)

1

c) f(x) = sin (\/E) cos (—x3)

14.3 Dérivée des fonction tangente, cotangente, sécante et cosécante

Proposition 3 : Si H(x) = tan x, alors H'(x) = sec?x
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A défaut de n’avoir pas fait la preuve des propositions précédentes, je me dois d’au moins
prouver cette proposition 3.

sinx

SiH'(x) = (tanx)' = (Cosx

1A
) Identité bien connu de mon cours ...

(sinx)'cosx — sinx (cosx)’

o) = > dérivée d'un quotient
cos?x
£100) cosx cosx — sinx (—sinx) tions 1 et 2
x) = ropositions 1 e
cos?x prop
2 1an2
cos“x + sin“x
! x —
f1e) cos?x
! 1 a2 2
f'lx) = > car sin“x + cos“x =1
cos?x
’ 2 1
f'(x) = sec*x car = sec x
cosx

Avouez que c’est une belle preuve!

Exemple 14.9

Calculons la dérivée de :

f(x) = x°tanx alors,

f'(x) = (x®)'tanx + x5(tanx)' Dérivée d’un produit

f'(x) = 5x*tanx + x°sec?x Proposition 3

Proposition 3’ : Si H(x) = tan f(x), alors H'(x) = [sec?f(x)]f'(x)

Exemple 14.10

Calculons la dérivée de :

f(x) = tan(x? — 3x) alors,

f'(x) = sec?(x? — 3x)[(x* —3x]"  proposition 3’
f'(x) = sec?(x? — 3x)(2x — 3)

f'(x) = (2x — 3)sec?(x? — 3x)
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Proposition 4 : Si H(x) = cotx, alors H'(x) = —csc?x

Exemple 14.11

Calculons la dérivée de :

2x + x3

flx) = eotx alors,

(2x + x3)" cotx — (2x + x3)(cotx)’

Dérivée d'un quotient

f'(x) =

cot?x
2+ 3x%) cotx — (2x + x3)(—csc?x
f'lx) = ( ) co(tzx ) ) Proposition 4
100 (2 +3x%) cotx + (2x + x3)(csc?x)
X =

cot?x

Proposition 4’ : Si H(x) = cot f(x), alors H'(x) = [—csc?f(x)] f'(x)

Exemple 14.12

Calculons la dérivée de :

f(x) = x + cot(sinx) alors,

f'(x) = (x)" + [cot(sinx)]

f'(x) =1+ [—csc?(sinx)] (sinx)’  Proposition 4’
f'(x) =1+ [—csc?(sinx)]cosx  Proposition 1

f'(x) =1 — cosx csc?(sinx)

Proposition 5 : Si H(x) = secx, alors H'(x) = secx tanx

A défaut de vous offrir un exemple, je trouvais plus pertinent de présenter la preuve de cette
proposition.

H'(x) = (secx)' =

( 1 )' _ (1)’ cosx — 1 (cosx)’

CoS X cos?x
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0 — 1(—sinx)
cos?x

sin x

cos?x

_< 1 )(sinx)
"~ \cosx/ \cosx

= secxtanx Voila

Proposition 5’ : Si H(x) = sec f(x), alors H'(x) = [sec f(x)tanf (x) ] f'(x)

Exemple 14.13

Calculons la dérivée de :

f(x) = sec(4x? —5x +2), alors

f'(x) = sec(4x? — 5x + 2) tan(4x? — 5x + 2) (4x?> —5x + 2)’ proposition 5’

f'(x) = sec(4x? — 5x + 2) tan(4x? — 5x + 2) (8x — 5)

f'(x) = (8x — 5)sec(4x? — 5x + 2) tan (4x% — 5x + 2)

Proposition 6 : Si H(x) = cscx, alors H'(x) = —cscx cotx

Exemple 14.14

Calculons la dérivée de :

f(x) = 6x?cscx alors,

f'(x) = (6x?%) cscx + 6x2(cscx)’  Dérivée d'un produit
f'(x) = 12x cscx + 6x2(—cscx) cotx Proposition 6

f'(x) = 12x cscx — 6x? cscx cot x

Proposition 6’ : Si H(x) = csc f(x), alors H'(x) = [—csc f(x) cot f(x)] f'(x)
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Exemple 14.15

Calculons la dérivée de :

f(x) = csc*(6 + x°) alors,

f'(x) = 4csc3(6 + x>)[csc(6 + x°)]’  Dérivation en chaine
f'(x) = 4csc3(6 + x5)[—csc(6 + x°) cot(6 + x°)] (6 + x°)’ Proposition 6'
f'(x) = 4csc3(6 + x>)[—csc(6 + x°) cot(6 + x°)] (5x%)
f'(x) = —20x*csc*(6 + x°) cot(6 + x°)

Exercice 14.4

Calculer les dérivées des fonctions trigonométriques suivantes :
a) f(x) = sec(3x) + tan (2x3 — 5x)

b) f(x) = sin[cos(2x)]

c) f(x) = vJcotx + secx

d) f(x) = tan?3x + sec*(5x)

e) f(x) = 7x® — 4sin(3x) + csc (2 — x3)

f) f(x) = cot (x+5)

x—1

tan 5x

g) f(x) =

3—cot3x
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Chapitre 15 : Dérivée des réciproques des fonctions trigonométriques

15.1 Dérivée des fonctions réciproques de sinus, cosinus, tangente et
cotangente

Dans ce dernier chapitre, nous étudierons les dérivées des fonctions réciproques ou inverses de
sinus, cosinus, tangente et cotangente (arc sin, arc cos, arc tan et arc cot)

Dérivée d’arc sin x :

1
1—x2

Proposition 1:Si f(x) = arc sinx, alors f'(x) =

Prouvons ensemble cette proposition.

. . _ . . _1 _ l d '
sin(arcsinx) = x, car sin(sin™"x) = x tel que vu dans mon cours!
[sin (arc sinx)]’ = x" en dérivant le deux membres de l'équation

cos (arcsin x)(arcsinx)’ = 1 Proposition 1'du chapitre 14

1

————  puisque nous recherchons la dérivée de arcsin x, donc on l'isole
cos (arcsin x)

(arcsinx)' =

(arcsinx)’ = car comme la proposition 1 le dit f(x) = arc sinx

B cos(f(x))

1
(arcsinx)' = oy ATV = f(x) par définition

1

J1—sin?y

Car comme : sin®y + cos?y = 1,donc cos?y = 1 — siny,donc cosy = /1 — sin?y

(arcsinx)’ =

N 1 ,
arcsinx)’ = Fin de la preuve!
( V== P
Car x2 = sin®y et en voici le pourquoi :
siy = arcsinx, alors

siny = sin arc sin x, appliqué le sinus aux deux membres
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Donc, siny = sinsin™1x
siny = x

Oui, elle est assez complexe, mais des preuves de ce genre, vous en aurez a la tonne dans votre
cours de calcul 1...

Exemple 15.1
Calculons la dérivée de :
f(x) = x%arcsinx

f'(x) = (x?)"arcsinx + x?(arcsinx)’ Dérivée d'un produit

1
'(x) = 2x arcsin x + x? (—) Proposition 1
f T P
xZ
f'(x) = 2x arcsinx + ———
V1 — x?
Proposition 1’ : Si H(x) = arc sin f(x), alors H'(x) = mf’(x) = %

Exemple 15.2

Calculons la dérivée de : f(x) = arcsin(2x> — 8x)

1
f'(x) = (2x5> —8x)' Proposition 1’
J1—(2x5 — 8x)2
10x* — 8 _ .
f'lx) = ce qui est trés simple comme vous le voyez ...

J1—(2x5 — 8x)2

Dérivée d’arc cos x :

-1
1-x2

Proposition 2 : Si f(x) = arc cos x, alors f'(x) =

Comme la preuve de cette proposition est tres similaire a celle de la proposition 1, je passe
immédiatement a un exemple.
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Exemple 15.3

Calculons la dérivée de : f(x) = (arccos x)3

f'(x) = 3(arccos x)?(arccos x)' Dérivation en chaine

f'(x) = 3(arccos x)? ( ) Proposition 2

V1 —x2
) —3(arccos x)?
fx) =
V1 — x?
Proposition 2’ : Si H(x) = arc cos f(x), alors H'(x) = ﬁf’(x) = %

Exemple 15.4

Calculons la dérivée de : f(x) = arccos(—x3 + 7x? — 4)

N —(—3x?% + 14x)
i) _\/1 — (—x3 +7x2 —4)?
F10x) = 3x2% — 14x

V1= (—x3 + 7x2% — 4)2

Dérivée d’arc tan x :

1
1+x2

Proposition 3 : Si f (x) = arc tan x, alors f'(x) =

Exemple 15.5

Calculons la dérivée de : f(x) = (Inx)(arctan x)

f'(x) = (Inx)"arctan x + Inx(arctan x)’

1
f'(x) = ;arctanx + Inx ( ) Dérivée de Inx et proposition 3

1+ x2

arctan x N Inx
X 1+ x2

f'x) =

78



Proposition 3’ : Si H(x) = arc tan f(x), alors H'(x) =

2

f'e) =

f')

1+[f ()2

Exemple 15.6

Calculons la dérivée de : f(x) = arctan(x? — 7)3

f(x) = TTGaEo 7 [(x2 —7)3]" Proposition 3'

f'x) = TTGIo7)e 3(x2—7)? (x2—7)" Dérivation en chaine
f'(x) = 727y 3(x* = 7)* (2x)

Fx) = —fi(z‘;__?;

Dérivée d’arc cot x :

Proposition 4 : Si f (x) = arc cot x, alors f'(x) =

-1

1+x2

Comme cette proposition est tres similaire a la proposition 3, passons immédiatement a la

suivante.

Proposition 4’ : Si H(x) = arc cot f(x), alors H'(x) =

2

fe) =

'
1+[f (]2

Exemple 15.7

Calculons la dérivée de : f(x) = arccot(x> + tan x)

. —(x3 + tanx)’ L
[l =17 7 T tann)? Proposition 4
—(3x% + sec?x) o
f'(x) = Proposition 3 du chap. 14

1+ (x3 + tanx)?
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Exercice 15.1
Calculons la dérivée de :
a) f(x) = (sinx — 5) arccotx

b) f(x) = (arccos x)(arc tan x)

arctanvx

C)f(x) - arccot2x

d) f(x) = arcsin(tanx) — arccos(cscx)
arc cosx3

)= cane

f) f(x) = In (arctane®)
g) f(x) = 2x3 — sinx arccot 5x
15.2 Dérivée des fonctions réciproques de sécante et cosécante

En conclusion de ce chapitre, voici les propositions concernant les dérivées des fonctions arc
sécante et arc cosécante. Cependant, je vous fournirai seulement que les propositions, car la
maniére de trouver les dérivées de ces fonctions est, a mon avis, trop redondante pour les
analyser plus en détails par des exemples ou des exercices. Pour tout vous dire, certains
professeurs de cégep ne les étudient méme pas...

Dérivée d’arc sec x :

1
xVxZ-1

Proposition 5 : Si f (x) = arc sec x, alors f'(x) =

f'(x)

1
P iti 5’-SiH = , l H’ = — = f/ = — < T
roposition i H(x) = arc sec f(x), alors H'(x) oS f'(x) o

Dérivée d’arc csc x :

-1
xVxZ-1

Proposition 6 : Si f (x) = arc csc x, alors f'(x) =

P . ) _1 ! _f’(x)
Proposition 6’ : Si H = , al H = — = — - =7
positi i H(x) = arc csc f(x), alors H'(x) rENRoIES f'(x) N oI




Ces dérivées devraient étre la fin, oui oui la FIN de votre cours de Calcul 1. J'espére que ce
document aura su vous aider a mieux comprendre votre premier cours de calcul différentiel du
cégep. Il ne vous restera plus qu’a attaquer le cours de Calcul 2; LES INTEGRALES!!!!

Reponses
Exercices 1.1
a) R\ {-3;3)}
b) I} car x peut prendre n’importe quelles valeurs
c) [3,+

d) V2x — 10 est définie si 2x-10 > 0, d’'oux > 5
V12 — 3x est définie si 12-3x = 0, d’ou x< 4
Alorsdom f=0

Exercices 2.1
a)-2 b)7car-2(-3)+1=7 c¢) @ car aucune restriction inclutx=2 d)0Ocar3?2-9=0

Exercices 2.2
a) ]-4,5]U [6, +

. -3 -3
b) Si x < 0 alors f(x) = D~ x DD
pas la restriction x < 0 doit étre exclu du domaine.
dom f=-00,—1[U] —1,0[six < 0

doncx#0,x#-1etx#1cedernier ne respectant

Six>0alorsf(x)=vx —1 doncx—1=> 0=>x>1
domf=[1,+e0six>0
La réponse finale est toujours la réunion des 2 domaines : -co, —1[U] — 1,0[U [1, +©

<)
Six<0alors f{x) =4x => dom f=-00,0[

Six = 0 alors f(x) =sz3 => dom f [0,3[U]3, 4+ 00

La réponse finale est toujours la réunion des 2 domaines : -0, 3[U]3,+0 ou B\ {3}
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Exercice 3.1
s(4)-s(1) _24m-3m _

a) V[1,4] = 1 s % =7 m/s (Cette vitesse moyenne est correspond a la pente de la
sécante passant par les point (1,s(1)) et (4,s(4)) de la fonction s(t).)
s(t) 4
(km) |-
| J (4, 5(4)
10 -
(1, 5(1))
l L | 1 1 >
1 4 ¢

b) Pour calculer la vitesse instantanée, je vais calculer les vitesses moyennes vis, s}, Vs, 5,5, V[s5, 5,1]
et v[s, 5,001] afin de voir qu’a la limite les vitesses moyennes tendent a s’approcher de la vitesse
instantanée de 12 m/s

s(6)-s(5) _48m—35m

Vis, 61 =~ s =13 m/s

V[s, 5,5] = 5(5,55;::(5) - 41,25012—535 m_ 12,5m/s

V[s, 5,1] = s(5,51’i:;(5) _ 36,2101’11—535 m_ 12,1 m/s

Vs, 5,001] = 5(5,001) - s(5) - 35,012001 m—35m =12,001 m/s

5,001-5 0,001 s

On peut donc voir qu’a la limite, les vitesses moyennes tendent vers 12 m/s. Cette derniére
correspond a la vitesse instantanée.

c) Cette vitesse instantanée correspond graphiquement a la pente de la tangente au point
(5, s(5)) ou (5, 35).
(5,s(5))

T[N . . ,
Mtan = Vitesse instantanee

(km)

10

| 1 1 B

.
{hi

Exercice 3.2
a) Pour trouver la vitesse instantanée, je vais trouver les vitesses moyennes V(2, 2,1}, V[2, 2,01}, V[2, 2,001]
et v[2, 2,0001]

_s(21)-s(2) _682m—-6m
V2 20— T o1

=8,2m/s
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_5(2,01)-s(2) _6,0802m—6m _
V200 =" T 0,015 =8,02m/s
_ 5(2,001) -s(2) _ 6,008002m—6m _
V2,2,001 = = o = 50015 = 8,002 m/s
_ 5(2,0001) -5(2) _ 6,00080002 m—6m
V[2,2,0001] = =

2,0001-2 0,0001s

=8,0002 m/s

A la limite la vitesse instantanée est de 8 m/s. Cette derniére correspond a la vitesse

instantanée.

b) Cette vitesse instantanée correspond graphiquement a la pente de la tangente au point

(2,s(2)) ou (2, 6). oy
(m) L

(2,5(2))

[/ Mun = vitesse instantanée

Exercices 4.1

Pour ce faire faites un tableau lorsque x = 0" et lorsque x — 0*

X -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001 .0
f(x) 1,999 1,999999 1,999999999 | 1,999999999999 | ... » 2
X 0,1 0,01 0,001 0,0001 .= 0"
f(x) 2,001 2,000001 2,000000001 | 2,000000000001 | ...— 2
_ Coxt + 2x
Donc, limf(x) =2 ou lim—— =2
x—0 x—0 X

Ceci est normal car si nous factorisons le numérateur :

Cox(x3+2)
lim ————=
x-0 X

lim(x3+2)=2six->0
x—0
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Exercices 4.2

Pour ce faire faites un tableau lorsque x = 5™ et lorsque x = 5*

X 4,9 4,99 4,999 4,9999 .5
f(x) 0,2040816327 | 0,2004008016 | 0,200040008 | 0,2000040001 | ... » 0,2
X 51 5,01 5,001 5,0001 .. 5"
f(x) 0,1960784314 | 0,1996007984 | 0,199960008 | 0,1999960001 | ... » 0,2

x—5
Dong,lim f(x) = 0,2 ou lim
X—5

5 x% —5x 0.2

Ceci est encore normal, car si nous factorisons le dénominateur :

x—5
xl—IEx(x -5)

= —1——02 i x > 5
z 2 S x

Exercices 5.1

lim —
)M ——"-=

lim x3
xX—2 —
lim 5x2% + 4

x—2

proposition 7

23

lim 5x2% + lim 4 -
xX—2 xX—2

propositions 6 et 4

23
(lim 5) (lim xz) + 4

xX—2 xX—2

= proposition5et 1

23

Sy proposition 1 et 6

8 1

24 3
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b) lim [(7x — 3)(4x%? — 1)] =

x-1
(jlci_r}}(7x — 3)) (jlci_r}}(4x2 — 1)) = proposition 5
(jlcl_rg 7x — JICI_I)T} 3) (,ICI_IH 4x? — JICI_I)T} 1) = proposition 4
(7 jlcl_rg X — 3) (4 jlcl_rg x? — 1) = propositions 3 et 1

(7x1 — 3)(4x12—-1) = propositions 2 et 6

4x3=12

. 3x2—7x+23_
o) lim | =7 -

. 3x2 = T7x +2] ion 8
-xl_I)I(l) 1 = proposition

[lim 3x2% — 7x + 2]
x—0

= proposition 7

lim3x—1
x—0

x—0 x—0 x—0

= ition 4
lim3x — lim 1 proposition
x—0 x—0

[lim 3x% — lim 7x + lim 2]3

3

_39_%962 , 7}31%)( v = propositions 3 et 1
3 }Ci_rg x—1
3x02 — 7x0 + 2]’ N
3x0 — 1 l = proposition 6 et 2
0 13
S| - -

Exercices 6.1

- 5x%—5x - Sx(x—1) _

a)lim———= lim ———= lim5x =5carx—1 # 0
xo1 X—1 -1 x—1 x—1

b 1 2x+4 2(x+2) 2

m = I a2~ A%y —2" "2

1
= ——carx+2 #0
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. x*=5x+6  (x-3)x-2) =~ x-3 -1 2 %0
Olm 10 B x+5) -2 Baxss g ¥

Exercices 6.2

ox% -1
a)lim 1
x-1 — __ 1
X
_ox*=1 . , .
= hn’i == dénominateur commun au dénominateur
X—> -
X
o ox(x?2-1)
= lim ——— en effectuant
x-1 (1 —x)

xx+ D=1 . . : . :
= lm} 1) carré parfait (numérateur)et mise en évidence simple de — 1
x— —(x —

_ox(x+1)
= lim ———— simplifiantcarx—1 # 0
x-»1 -1
=2 =
-1
25 x?—25
b) lim X — lim —%— dénominateur commun
xo5 X — x-5 X —5
. x%2-125
= lim ——— en effectuant

x-5x(x — 5)

_ i EFHE—5) ¢ parfait
= lim =5 carré parfai

= lirr% simplifiantcarx —5 # 0
x—
=0_y
5
x—5 Vx +/5
c) lim ( ) ( ) en multipliant le numérateur et le dénominateur

X
s (Vi —V5) - (Va +5)
par le conjugué du dénominateur.

- 5)(Vx +V5)

X5 x—5

en effectuant
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= lirr%(\/f +/5) en simplifiant car x — 5 # 0
X—

—VE+VE=2V5

. 36—x VJx+6
d) lim X
x—>36\/§—6 \/§+6

dénominateur par le conjugué du dénominateur

en multipliant le numérateur et le

. (36 —x)(Vx + 6)

=l en effectuant

x—36 x — 36
—(x—36)(Vx+6
= lir3n6 ( o )g6 ) mise en évidence simple de — 1 au numérateur
x— —

= i, ~ (Vx+ o)

=-(v36 +6) =-12

 (x+h)t—xt
e)lim — 2 —~_
h—0 h
C ((x+h)?2=x)((x+ h)?+x2)
lim

dif férence de carrés
h—0 h

lim ((x+h) +x)((x + h) —x)(x? + 2xh + h? + x?)

li A dif férence de carrés leére parenthese et
-0

développement 2éme parenthese

. (2x+h) (h)(Zx2 + 2xh + hz)
lim

eneffectuant
h-0 h ff

= lhirr})(Zx + h)(2x? + 2xh + h?) en simplifiant
= 2x« 2x? = 4x3 Si vous vous rendez jusqu’ici vos yeux doivent saigner... c’est normal.

Exercice 6.3
a) Vérifions si f(x) est continue en x =4

1 condition: f(4) = 6
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28me condition:

lim f(x) = lim 5=5

xX—4~ xX—4~
_ ox?-1
AL

Donc, lim f(x) =5
X—4
3éme condition : lim4f(x) #+ f(4) car5 # 6
x—

La fonction est donc discontinue en x = 4, car la 3®™ condition est non respectée.

b) Vérifions si f(x) est continue en x =2
1¢ condition: f(2) = 5
2¢me condition:

lim f(x)= lim x*+1=5

xX—2~ xX—2~

lim f(x) = lim (7—x)=5

lim, f(x) = lim, (7 = x)

Dong, lim f(x) =5

x—2
3éme condition : limzf(x) =
X—

f(2) la condition 2 arrive au méme résultat que la condition 1.
La fonction est donc continue en x = 2, car les 3 conditions sont respectées.

La fonction f est représentée par le graphique ci-contre.

Sk
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Exercices 7.1
flx+4x) = f(x)
Ax

a)f'x) = Al}i{r_r)lo par définition

_ (x+4x)? —4(x+4x) +8— (x* - 4x + 8)
= lim
Ax—0 Ax

car f(x) = x> —4x+38

X% 4 2xAx + Ax? —4x —4Ax+8 —x%? +4x —8

= Al;glo x en développant

_ 2xAx + Ax? — 44X
= lim
Ax—0 Ax

Ax(2x + Ax — 4)

= lim mise en évidence simple du Ax
Ax—0 Ax
= Alimo 2x+Ax—4 en simplifiant car Ax # 0
X—
=2x—-4 en évaluant la limite

b) f’(5)=2(5)-4=6

Exercices 7.2 :

flx+4x) = f(x)
Ax

a)f'x)= Al}icr_r}O par définition

) o 3+ 4x)+1-CBx+1)
[0 = jim, ax

car f(x) = 3x+1

3x+34x+1—-3x—-1
Ax

f'&) = lim en développant
x—

) = 1 34x
f'®) = a0 Ax

[ = Al)iclilo 3 ensimplifiant car Ax # 0
f’(x) =3 en évaluantla limite

b) f'(2)=3

Exercices 8.1

a) Si f(x) =7, alors f’(x) = 0 (proposition 1)

89



31

b) Si f(x) = 4x3/2, alors f’(x) = %(4)x2 = 6x2 = 6y/x (Proposition 3)
c) Si f(x) = 2x, alors f’(x) = 7(2)x’* = 14x® (Proposition 3)

Exercices 8.2

a) Si f(x) =-9x?, alors f’(x) = (1)(-9)x}? proposition 3

=-9x0

=-9

b) Si f(x) = 3x* + 2, alors f’(x) = (3x)’ + (2)’ proposition 4
=(1)(3)x**+0 propositions 3 et 1

=3

c) Si f(x) = 4x? + 24x + 10, alors f’(x) = (4x?)’ + (24x)’ + (10)’ proposition 4
=8x+24

d) Si f(x) = 3x1 + %2, alors f’(x) = (3x1)’ + (x) proposition 4
=-3x2+2x proposition 3

= ;—23 + 2x

14, alors f’(x) = (x*) + (xi) proposition 4

x 4

e)Sif(x) =x*+
=4x3 + (x~*) proposition 3 et j’ai seulement changé x—14 par x4
=4x3 +-4x>  proposition 3

4

— 3 _
=4x =

f) Sif(x) =x" = 3x° - x?g +1, alors f’(x) = (x’) = (3x°)’ - (x?g) + (1) proposition 4

3 2
= 7x° - 15x* —% +0 proposition 3

= 7x8 - 15x% — x?



g)Sif(x)=(2x+1)(x+1),alorsf’(x) =(2x+ 1)’ (x + 1) + (2x+ 1) (x + 1)’ proposition 5
=2(x+1)+(2x+1) (1) propositions 3 et 1
=2X+2+2x+1=4x+3

a5 sy _ 58 (%)= (=5)(x%)’ "
h) Si f(x) = 75 alors f'(x) = 5L proposition 6

_0(x®) - (=5)(5x*)

10 propositions 1 et 3

_25x* 25

x10 x6

(3) (x—1) -3(x-1)’

i) Si f(x) = %, alors f’(x) = proposition 6

(x-1)?
_0(x—1) -3(1) s
ST proposition 1 et 2
_ -3
(x-1)?

i) Si f(X) = Vx (2x2 + 7x + 4), alors f’(x) = (Vx)'(2x% + 7x + 4) + V/x (2x* + 7x + 4)’ proposition 5
-1
= %xT (2x2 + 7x + 4) +/x [(2x%) + (7X)’ + (4)’ propositions 3 et 4

=L1 (2x2 + 7x + 4) ++/x [4x + 7 + 0] proposition 3

2x2
=$(2x2+7x+4) ++/x (4x +7)

Exercice 9.1

Evaluons la limite pour x = -3, car si x = -3 le dénominateur de la fonction est nul. Je peux
vérifier pour -3- ou pour -3, si 'une ou I'autre donne +o ou -, la fonction possédera une
asymptote verticale en x = -3.

Vérifions pour -3

o 26 ~12 12 12
im g = b lm 59999 )2 =9~ Z0,00000..1_ 0

= 400

Il'y a donc une asymptote verticale en x = -3.
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Evaluons maintenant la limite pour x = 3, car si x = 3 le dénominateur de la fonction est aussi
nul. Je peux vérifier pour 3~ ou pour 3%, si 'une ou I'autre donne +co ou -0, la fonction
possedera une asymptote verticale en x = 3.

Vérifions pour 3*

= — donc indétermination
x—>37t X — 9 0

Nous devons donc lever cette indétermination en factorisant.

2x—6 Y 2x—3) I _
X3t X2 —9 xl—rg+(x—3)(x+3)_ x5t x +3

2 1
6 3

En calculant aussi

2x—6 1

im =
x-3-x2—9 3

Donc, x = 3 n’est pas une asymptote verticale puisque le résultat de la limite n’est pas +o ou -

Q0.

Exercice 9.2

x24+x—6

lim  —————— estune indétermination de la forme —
x->-3+x2 +4x + 3 0

. x*+x—6 _ (x+3)(x—2) _ (x—2) 5
xoiztxZ fAx +3 aolat(x+3)(x+ 1) xolat(x+ 1) 2

En calculant aussi

. x*+x—6 5
xl—ql—s-x2+4x+3_2

Donc, x = 3 n’est pas une asymptote verticale puisque le résultat de la limite n’est pas +o ou -

o,
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Exercice 9.3

1 1 1
R LS . (10-12) y (10-2) (10 - (+oo)2>
Im ————— = lim = IIm =
x—>+005x2+6x+1 x_>+°°x2(5+é+i) x_>+°°(5+§+i) 5+L+L
X & x2 X  x2 400 (+00)2
_ (@o-0
" (54+04+0)

Donc, comme la limite égale un nombre réel, cette fonction posséde une asymptote horizontale
dont I’équation y = 2.

Exercice 9.4

. —2x% —12x . o det _
inPoo T 8x 116 est une indétermination

12 12

o —2x? —12x x? (—2 - 7) _ (—2 - m) —2

lim —x2+8x+16= xlm 5 16 =th 5 16 =T=_2
X—>—00 >—0 5 o 16 ——00 _o

X (1+x+x2) (1+—oo+_(—oo)2>

Donc, comme la limite égale un nombre réel, cette fonction posséde une asymptote horizontale
dont I’équation y = -2.

Exercice 10.1
Nous désirons trouver la dérivée de I'équation implicite du cercle : x% + y? = 16
(x% + y?)' = (16)'Dérivées des deux membres TA
(x?)" + (y®)' = (16)' Proposition 4

2x + 2yy' = 0 Proposition 3 et 1

—
2yy' = —2x /
, —2x —X
y = —_— e —
2y y

Je tiens a vous rappeler que la dérivée y’ représente la pente de la tangente

en un point du cercle. Par exemple, pour évaluer la pente de la tangente au point (-2, —/12) du cercle,

il suffit de remplacer, dans I'expression de y’, x par -2 et y par —v12. Ainsi,

. d
Pente de la tangente au point (-2, —v12) = d—z| (-2, V12) = Y (2, V12) = =

3
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Exercice 10.2

Calculons la dérivée de 5x3 + 2xy* = 3x2y3

(5x3 + 2xy*)’ = (3x%y3)'dérivée des 2 membres

(5x3®)' + 2xy*)' = (3x%y3)' proposition 3

(5x3) + 2x)'y* + 2x(y*) = (3x2)'y3 + 3x%(y3)’ proposition 5
15x% + 2y* + 2x4y3y’ = 6xy3 + 3x23y2y’ proposition 3

15x2 + 2y* + 8xy3y’ = 6xy3 + 9x%y?y’

8xy3y’' — 9x%y?y’ = 6xy3 — 15x% — 2y* isole y’

y'(8xy3 — 9x?y?) = 6xy3 — 15x% — 2y*

y

, _ 6xy’ —15x% — 2y*
~ 8xy3 — 9x2y?2

Exercice 11.1

a) 1% étape :

f'(x) = 4x3 — 4x

D’ou; f(x) = 4x(x? — 1) = 4x(x + 1)(x — 1) en factorisant

28me étape : Déterminer les nombres critiques de f.

1D f'(x)=0six=—-1,x=00ux =1dou— 1,0 et 1 sont des nombres critiques
2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

3eme étape : tableau de variation

X -00 -1 0 1 +00
f(x) 0 0 0
f(x) -6 -5 -6

b) 1% étape :

1 _4
f1) =zx75 «

1 2
Dot f'(x) =cXx s

proposition 7 chap. 10

53/x%
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28me étape : Déterminer les nombres critiques de f.
1) f'(x) = 0 pour aucun x
2) f'(x) n'existe pas six = 0 d'olu 0 est un nombre critique

38me étape : tableau de variation

X -00 0 +00
f(x) + A +
f(x) A 2 2

Exercice 11.2

a)

lére étape: f'(x) = —2x+5

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de f.

D f'(x)=0six = g, d'oux = 3 est un nombre critique

2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique

3%me étape : construire un tableau des variations

X -00 5 +00
2
f(x) + 0 -
f A 13,25 N
Max

Donc, y = 13,25 est un maximum

b)

1ére étape: f'(x) = 20x* — 20x3

f'(x) =20x3(x—1) en factorisant

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de f.

1) f'(x)=0six =00oux=1,dou0etx =1 sontdes nombres critiques

2) f'(x) est définie pour tous x, d’oll aucun autre nombre critique



3%me étape : construire un tableau des variations

X -0 0 1 +00
f(x) + 0 - 0
f 7 9 N 8
Max Min

Donc, y =9 est un maximum et y = 8 est un minimum
2
c) f(x)=3—(x+2)3
-2 -1
1ére étape: f'(x) = 3 (x+2)3(x+2) proposition 7 chap. 10

_ -2 _ -2
= T =3
3(x+2)§ 3vx+2

2°me étape : Déterminer les nombres critiques de f.
1) f'(x) = 0 pour aucun x
2) f'(x) n'existe pas six = —2 d'ou — 2 est un nombre critique

3%me gtape : construire un tableau des variations

X -0 -2 +00
fx) + A -
f 7 3 N
Max

Dong, y = 3 est un maximum
Exercice 11.3
a) f(x) =2x%—5x*+9
1 étape : Calculer f”(x).
f'(x) = 12x° — 20x3
f"(x) = 60x* — 60x?
= 60x2(x> —1) = 60x%(x — 1)(x + 1)  En factorisant

2¢me étape : Déterminer les nombres critiques de £’ :

1) f"(x) =0six=0,x=10oux = —1dou —1,0 et 1 sont des nombres critiques




2) f'""(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique

3eme étape : Construire un tableau de variation relatif a f”

X -00 -1 +o00
f(x) + 0 - 0 — +
f U 6 N 9 n
F est concave vers le haut sur -oo, -1] U[1, 4+ et
F est concave vers le bas sur [-1,0] U [0,1] donc de [-1,1]...
2
by f(x)=2-Y(x—-1)2=2—-(x—1)3
1 étape : Calculer f”(x).
1
f'x) =— %(x -3 kx-1) proposition 7 chap. 10
1) = 2= 1) = e
x) = =(x— = —_—
9 93/(x — 1)*
28me étape : Déterminer les nombres critiques de £ :
1) f"(x) = 0 pour aucun x.
2) f"(x) n'existe pas six = 1 d’ou 1 est un nombre critique
3eme étape : Construire un tableau de variation relatif a f”
X -0o 1 +o0
) n 4 "
f U 2 U

fest donc concave vers le haut sur [&
f n’est jamais concave vers le bas.
Exercice 11.4

f(x) =3x>—5x*+1

1 étape : Calculer f”(x).

f'(x) = 15x* — 20x3

f"(x) = 60x3 — 60x2

= 60x2(x — 1) En factorisant
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28me étape : Déterminer les nombres critiques de £ :
1) f"(x) =0six=0,x =1dou 0et1sont des nombres critiques
2) f"'(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique

3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif a f”

X -co +00
f(x) - — 0 +
f N N -1
inflexion

Le point (1, -1) est un point d’inflexion.
Exercice 11.5
a) f(x) = —x°>+7+5x
1é étape : calculer f(x) et calculer les nombres critiques de f.
f'(x) = —-5x*+5
= 5(x*-1)=-5(?-1)x?*+1) —5(x—1D(x+1)(x%+1) en factorisant
Nombres critiques :
1) f'(x)=0six=1etx=—1,d'ou — 1et 1sont des nombres critiques.
2) f'(x) est définie pour tous x, d" ol aucun autre nombre critique
2¢me étape : calculer f”(x) et déterminer les nombres critiques de f’
f"(x) = —20x3
Nombres critiques :
1) f"(x) = 0six =0d ou 0 est un nombre critique

2) f"(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique
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3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif f’ et f.

X -00 -1 0 1 +00
f(x) — 0 + + + 0 _
f’(x) + + + 0 — — —

f N etU 3 AetU 7 AetN 11 Y etNn

Allure et
pOintS K (-11 3) _j (OI 7) f) (11 11) w
Min Inflexion Max

3
D) f(x) =vVx3—3x+1=x2—-3x+1

Remarque le dom f = [0, +o0, car x ne peut pas étre négatif par la présence de la racine

carrée...

1é étape : calculer f(x) et calculer les nombres critiques de f.

3Vx
=" _3

1
2-3
x 2

f'(x) =

N W

Nombres critiques :

1) f'(x) = 0six = 4,d ou 4 est un nombre critique.

2) f'(x) est définie pour tous x, d" ol aucun autre nombre critique
2¢me étape : calculer f”(x) et déterminer les nombres critiques de f’

10 = o7 = =
xX)= —x = —_——=—
4 4x% 4x

Nombres critiques :
1) f"(x) = 0 pour aucun x

2) f""(x) n'existe pas six = 0 d’ou 0 est un nombre critique

99



3éme &tape : Construire un tableau de variation relatif f’ et f.

X 0 4 400
fx) - - 0
f’(x) 2 + + +
f 1 N et U -3 AetyU
Allure et
points ©.1) k’ (4,-3) —j
Max Min

2
3

¢) f(x) = 5x — 4/x? = 5x — 4x

1é étape : calculer f(x) et calculer les nombres critiques de f.

i) =5-2x7 =5-—
X)=5—=x3 =5———=
3 3Vx
Nombres critiques :
512 512
1) f'(x)=0six = ‘ou est un nombre critique.

3375’ 3375

2) f'(x) n'existe pas si x = 0 d'ou 0 est un nombre critique
2¢me étape : calculer f”(x) et déterminer les nombres critiques de f’

8 -4 8 8
f”(x): §x3 —4:

Nombres critiques :
1) f"(x) = 0 pour aucun x
2) f""(x) n'existe pas six = 0 d’ou 0 est un nombre critique

3éme étape : Construire un tableau de variation relatif f’ et f”.

X -00 0 512 +00
3375
f(x) + A — 0 +
f”(x) + A + +
f NetuyU 0 N ety -0,379... AetuyU
Allure et
points -j (0,0) k‘ (Si, -0,379...)
3375
Max Min
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d) f(x) = x5+ x3+2x

18 étape : calculer f(x) et calculer les nombres critiques de f.
f'(x) =5x*+3x% + 2

Nombres critiques :

1) f'(x) = 0 pour aucun x car si 0 = 5x* + 3x% + 2

Alors, —2 = 5x* + 3x? ce qui impossible car 5x* + 3x? est toujours positif. Eneffet,
les exposants des x de ces deux monémes sont pairs ...

2) f'(x) est définie pour tous x, d" ol aucun autre nombre critique
2¢me étape : calculer f”(x) et déterminer les nombres critiques de f’
f"(x) = 20x3 + 6x = 2x(10x% + 3) en factorisant
Nombres critiques :

1) f"(x) = 0six =0d ou 0 est un nombre critique

2) f'"(x) est définie pour tous x, d'ou aucun autre nombre critique

3eme étape : Construire un tableau de variation relatif f* et f”.

X -00 0 +00
f(x) + + +
f”(x) — 0 +

f N 0 AetuyU

Allure et
points r) (0,0)
Inflexion

Exercice 12.1

a) f(x) = 7% 7%

fl(x) =7%"2%1n7 3x2 —2) = (3x2—12) 7*°"2X|n7

b) f(x) = x> 8*

f'(x) =5x*8* + x>8%In8  Proposition 5 chapitre 8 et proposition 1 chapitre 12
= 8% (5x*+x°In8) en factorisant
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2x
5%+ 11%

o f(x) =

f'x) = 267+ 11 )E::stllgl)fﬂl Ini1) propositions 6 et 4 du chapitre 8 et proposition 1 du

chapitre 12

Exercice 12.2

a) f(x) = e — e~

f'(x) = e** (2) — e73* (=3) = 2e%* + 3e 3* proposition 4 chapitre 12
b) f(x) = 2%7*¢"

f'(x) = 23"+ In2 (3% + e¥)' proposition 2 chapitre 12

= 23"+ In2 (3*In3 + e*) propositions 1 et 3 du chapitre 12
Exercice 12.3

a) f(x) = logg x + logs x

xln6+xln5

flx) =

proposition 7 chapitre 12

In x©

b) f(x) =

(Inx®)'(x®) — (Inx®)(x°)’
(x©)?

f'(x) =

5
6i6x6 — (Inx%)(6x>)
=2 12 propositions 6 chapitre 10 et 6 chapitre 12

6x°> — (Inx®)(6x°)
= 12

6x°(1—Inx%) 6(1—Inx®)
= 12 = 7

¢) f(x) = x*logs x

= 2xlog.x + —
= x0g5x lnS

1 _ 2N/ 2 - 2
f'(x) = (x*) logs x + x*(logs x) 2xlogsx + x IS

Proposition 5 chapitre 10 et proposition 7 chapitre 12
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1
= x(21 .
x( 0g5x+lr15

d) £(x) = logs(2x5 +3)

10x*

f1e = (2x5+3)In5

proposition 8 chapitre 12
e) f(x) = x"In3x

fx) = (x7)'(In3x) + x”(In3x)" = 7x®(In3x) + x”31n? x (Inx)’
Proposition 5 chapitre 10
= 7x%(In3x) + x”3In?%x % = 7x°%(In3x) + 3x%In?x
Proposition 5 chapitre 12
= x®In?x(7Inx + 3)

Exercice 13.1

a) Déterminer les dimensions d’un rectangle dont I’aire sera maximale a inscrire dans un cercle de
rayon de 5 cm.

e 1) Définir les variables

x : Hauteur
y : Largeur
e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
Alx, y) = xy
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Comme le diamétre du cercle est de 10 cm, par Pythagore : x? + y? = 10?
Donc,  y%=100-x2alorsy = /100 — x2
e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

Comme A(x, y) = xy
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Alors, A(x, y) = x(v 100 — xz)

Remarque : 100 — x2 > 0 donc, 100 = x2d’oux < 10
Donc, dom A = [0, 10]

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiere ou test de la dérivée seconde

pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée premiére, car trouver A” sera assez pénible et plus long...

1ere étape : A’ (x) = (x)’ (\/100 — x2) +ox (\/100 — x2) '
A(x) = (\/100 - xz) +ox (% (100 — xz)_Tl) (100 — x2)’
A (x) = (\/100 _ xZ) +ox (% (100 — xz)_Tl) (=2%)

A’(x) = (\/ 100 — xz) + %

(100 — x?) x? 100 — 2x?

A'(x) = - =
V100 —x2 V100 —x2 /100 — x?
, _ 100-2x?
Donc, A'(x) = ——

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de A.

DA (x)=0six= V50 et x = —/50 (impossible car mesure négative de coté),
d’otl V50 estun nombre critique

2) A’(x) n'existe pas six = 10 et x = —10 (impossible car mesure négative de coté)
d’ol 10 est un nombre critique

3%me gtape : construire un tableau des variations

X 0 V50 10
A’(x) A (car pas . 0 _ A (car pas
de base...) de hauteur)
A A 50 N
Max
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e 6) Formuler la réponse

L'aire du rectangle est maximale lorsque x =50

2
Commey = V100 — x? alorsy = /100 — V50 alors,y =50

Les dimensions recherchées sont donc de v'50m par v50m. Aire =v50xv50 = 50cm?

b) La somme de deux nombres positifs est 140. Quels sont ces deux nombres si le carré du premier
ajouté au deuxiéme donne une somme minimale.

e 1) Définir les variables
X : premier nombre
y : deuxieme nombre
e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
Sx, y)=x*+y
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Somme:x+y=140d'ouy = 140 — x
e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable
S(x,y)= x> +y = x>+ (140 — x)
Comme la somme de deux nombres positifs est positives dom S =10, +oo

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée seconde
lére étape:S'(x) =2x — 1

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de S.
. . 1,1 .
1DS'(x) =0six = > d’ou > est un nombre critique

2) S'(x) est définie pour tous x, d ot aucun autre nombre critique
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3eme gtape : calculer S”(x)
S"(x)=2

4%me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

1 1 1 1

e 6) Formuler la réponse
. 1
S|x=zalorsy= ?
Commey = 140 — x, alorsy = 140 — %,alors y=139,5
Le 1°" nombre est 0,5 et le deuxiéme est 139,5
c) Une feuille a un périmétre de 110 cm. Si cette page comprend des marges de 4 cm en haut, de 3cm

en bas et de 2 cm sur les deux coté, quelles dimensions la page doit-elle avoir pour que sa surface soit
maximale.

e 1) Définir les variables
x : largeur
y : hauteur
e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
A y)=(x =9 —=7)
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Périmetre : 2x + 2y =110d'ouy =55 —x
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e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable
Alxy)= (x =)y —7)=(x—4)((55—x) = 7)
Dol A(x, y) =(x —4)(48 — x)

Comme l'aire doit étre positive x = 4 et x < 48, donc dom A = [4, 48]

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée seconde

A(x, y) =—x2+ 52x — 192 en développant (x — 4)(48 — x)

1ére étape: A'(x) = —2x + 52

2°me étape : Déterminer les nombres critiques de A.

1) A'(x) = 0si x = 26,d'ou 26 est un nombre critique

2) A'(x) est définie pour tous x, d’ ol aucun autre nombre critique

3eme gtape : calculer A”(x)

A'(x)=-2

4%me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

A" (26) = —2donc A" (26) < 0 donc (26,A(26)) est un maximum de A.
e 6) Formuler la réponse

Six=26alorsy="?

Commey =55 —x, alorsy = 55 — 26,alors y=29

Les dimensions sont donc de 26 cm de largeur et de 29 cm de hauteur.
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d) Une boite en or a base carrée et ouverte sur le dessus a un volume de 36 cm®. Déterminer les
dimensions que doit avoir cette boite pour que la quantité d’or nécessaire a sa fabrication soit
minimale et évaluer cette quantité minimale d’or nécessaire.

e 1) Définir les variables
x : largeur et profondeur
y : hauteur

e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)
Q(x, y) = 4xy + x? (4 surfaces rectangulaire et une base)

e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)

) 36
Volume : x’y=36 d’'oly = =

e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

Q(x, y) = 4xy + x?
36
= 4x (—2) + x?
x

144
=—+ x?
X

.. 144 )
D'ou Q(x,y) =T+ x

Note : puisque x représente la longueur d'un c6té donc, x >0 ou dom Q =]0, +o0
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e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

144)'x — 144(x)’
( )x2 CONPS

1ére étape: Q'(x) =

—144
X2

+ 2x

4
D'ouQ'(x) = + 2x

X2
2%me étape : Déterminer les nombres critiques de Q.

1) Q'(x) =0six = Y72,d ol V72 estun nombre critique

2) Q'(x) n'existe passix =0

(impossible car mesure nulle d'un c6té ferait que le prisme n'existerait tout simplement pas ...

38me étape : calculer Q”’(x)

(—144)' x> ;4(—144)(x2)’ 42

Q"(x) =

144 (2x
X

Dot Q”(x)= 25—38 +2

4%me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

Q”(W) = 6 donc Q”(W) > 0 donc (i/ﬁ, Q(W)) est un minimum de A.
e 6) Formuler la réponse

Six=372alorsy="?

Commey = %, alorsy = iz,alors y=2,08

)

Les dimensions sont donc de Y72 cm par Y72 cm par 2,08 cm

La quantité d’or nécessaire est de Q(x, y) = 4xy + x? = 51,92 cm?
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e) Une fenétre a la forme d’un rectangle surmonté d’'un demi-cercle. Le périmeétre du rectangle est de
8m, déterminer les dimensions de la fenétre d’aire maximale.

e 1) Définir les variables
X : Base du rectangle
y : Hauteur du rectangle

e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)

n(3)

2

Alx, y) =xy + : Aire rectangle + aire demi-cercle

e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Périmetre rectangle : 2x +2y =8
douy =4 —x

e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

(x)z (x)z %2
T\ = (= i,
Alx, y) =xy+—2== x(4 —x) + =2~ = x(4_x)+”74

2
DoUA(x, y) = 4x — x* + %

Comme la x représente la base, x >0 dom A =]0, +c©

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiere ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée seconde

21X

1ére étape: A'(x) =4 — 2x + - = 4 —2x + Z—x =4—x (2 — %) en factorisant

Dou:A'"(x) =4 - (STTn)x
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2%me étape : Déterminer les nombres critiques de A.

16 16
DA (x)=0six= " d'ou 3 est un nombre critique

2) A'(x) est définie pour tous x, d' ol aucun autre nombre critique

3éme étape : calculer A”(x)

A7(x) = — <8 - n)

4

4%me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :
A”( 16)_ (8—71)
8—n) 4

16 16
) < 0donc <8 LA (8 )) est un maximum de A.
T

— T

16
donc A" (
8

— 1T —_

e 6) Formuler la réponse

. 16
Six=—alorsy="?
8—1

16 4(8-m)—-16 _ 32—-4m—16 ,, . 16—4m
Commey =4 —x,alorsy =4 ——,alorsy = (8-m) = douy =
8—m 8—m 8—m 8—m
16 16—4m n 16—4m
La base du rectangle est P et la hauteur du rectangle est o La hauteur de la fenétre est de o

+ le rayon du demi-cercle (; = (e/E-m) _ i)

2 8—1
. 16—4m 8 16—4T+8  24—4T
La hauteur de la fenétre est de : + —= =
8—1 8—1 8—1 8—1

f) On forme un cone dont 'apothéme est de 24 cm. Déterminer la hauteur du cone si son volume doit
étre maximal.

e 1) Définir les variables
X : rayon de la base circulaire

y : hauteur du cone
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e 2) Déterminer la quantité a optimiser (régle de I'objectif)

Apxh
3

2
Vix, y) = ? car volume cbéne =
e 3) Chercher les équations entre les variables (exprimer I'une en fonction de I'autre)
Pythagore : x2 + y? = 242

2
N . . . X . . .
D’olix? =576 —y2 : Jaime mieux isoler x? car dans V(x, y) = Ty' il sera plus facile de substituer

x? par 576 —y? quey = V576 — x2...
e 4) Exprimer la quantité a optimiser (régle de I'objectif) en fonction d’une seule variable

n(576-y%)y _ (576m—my?)y
3 - 3

2
Vix, y) == =

576my—my3

D’ou V(x, y) = 3

e 5) Analyser la fonction a optimiser : Test de la dérivée premiére ou test de la dérivée seconde
pour trouver la solution qui optimise la situation (Cibler le Max ou le Min)

Test de la dérivée seconde

576m—3my?

1ére étape:V'(y) = .

2%me étape : Déterminer les nombres critiques de V.

576 576
DHV'(y)=0six = 3 d’ou Test un nombre critique

2) V'(y) est définie pour tous x, d’ou aucun autre nombre critique
3éme étape : calculer V”’(y)

—6bry
3

V'(y) =

D'ouV'"(y) = —2my
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4%me étape : On effectue proprement dit le test de la dérivée seconde :

576 576
v'| |—|= —2r |—
3 3
576 576 576
donc V" ’T < 0donc \/T' V JT est un maximumde V.

e 6) Formuler la réponse

La hauteur du cOne esty = \/% cm

Exercice 14.1

a) f(x) = x*sinx alors,

f'(x) = (x4)’sinx + x*(sinx)  Dérivée d’un produit

f'(x) = 4x3sinx + x* cos x

b) f(x) = sinxx—_z1 alors,
f'(x) = [cos f(x)]f'(x) Proposition 1’

x> ] (xz)’(x —1)—x*(x—1)
x—1] (x — 1)2

f'(x) = |cos Dérivée d'un quotient
x% 12x(x—1) —x2

5 Dérivée d'un quotient
x—1] (x—1)

f'x) = -cos

2x(x — 1) — x?
(x—1)°

2
X
0s (x — 1) par pur esthétisme ...

fx) =
c) f(x) = xsin®(x? — 6) alors,
f'(x) = (x)'sin®(x? — 6) + x(sin®(x? — 6))’ Dérivée d’un produit

f'(x) = sin®(x? — 6) + x [5sin*(x? — 6)][sin(x? — 6)]" Dérivation en chaine
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f'(x) = sin®(x? — 6) + x [5sin*(x? — 6)][cos(x? — 6)](x? — 6)" propositionl’
f'(x) = sin®(x? — 6) + x [5sin*(x? — 6)][cos(x? — 6)]2x

f'(x) = sin®(x? — 6) + 10x? sin*(x? — 6) cos(x? — 6)

d) f(x) = — alors,

1
sinx

f'Gx) = [(sinx) ™)'

f'(x) = —sin%x (sinx)’
f'(x) = —sin"%x cosx
100 —CoSX
x) =
sin?x

Exercice 14.2
a) f(x) = cos2x — cos3x alors,

f'(x) = (cos2x)' — (cos3x)’

f'(x) = (—sin2x)2 — 3(cos*x)(cosx)' Proposition 2' et dérivation en chaine

f'(x) = —2sin2x — 3(cos?x)(—sinx) Proposition 2

f'(x) = —2sin2x + 3cos?x sinx

b) f(x) = % alors,

' __ (3x)/cosx—3x (cosx)/
f (x) = cos?x

’ __ 3cosx—3x (—sinx)
f (x) a cos?x

Proposition 2

3cosx + 3xsinx

&) =

cos?x

Dérivée d’un quotient
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c) f(x) = cos*(2x® — 3) alors,

f'(x) = 4cos3(2x> — 3)[cos(2x° — 3)]" Dérivation en chaine
f'(x) = 4cos3(2x> — 3)[—sin(2x> — 3)](2x° — 3)" Proposition 2’
f'(x) = 4cos3(2x5 — 3)[—sin(2x5 — 3)](10x*)

f'(x) = —40x*cos3(2x> — 3)sin (2x° — 3)

Exercice 14.3
a) f(x) = cos(x* + sinx) alors,
f'(x) = —sin(x* + sinx)(x* + sinx)’  Proposition 2’

f'(x) = sin(x* + sinx)(4x3 + cosx)  Proposition 1

b) f(x) = cos(sinx) — sin(cosx) alors,
f'(x) = —sin(sinx) (sinx)" — cos(cosx)(cosx)" Proposition 1’ et 2’
f'(x) = —sin(sinx) cosx — cos(cosx)(sinx)

f'(x) —cosx sin(sinx) — sinx cos(cosx)

c) f(x) = sin (%) cos (—x3) alors,
f'(x) = [sm (%)]I cos(—x3) + sin <%) [cos (—x2)]" dérivée d'un produit

\/_
)

f'(x) = cos (\/% (%) cos(—x3) + sin (%) [— sin(—x3)](—x3)" Propositions 1’ et 2’

( )(1)\/_—1(\/_)

IN
f'(x) = cos (%)ﬁ

1
cos(—x3) + sin (—

7

[—sin(—x3)](—3x2) Dérivée d'un quotient

f'(x) = cos

1
cos(—x3) + 3x% sin (— sin(—x3)

7
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f'(x) = cos (i> cos(—x3) + 3x2 sin (%) sin(—x3)

Vx x
1\~ H 1
f'(x) = cos (E>W2§ cos(—x3) + 3x?sin (ﬁ) sin(—x3)

f'(x) = cos (%) (2;\?}) cos(—x3) + 3x?sin (%) sin(—x3)

f'(x) = (2;\}}) cos (%) cos(—x3) + 3x?sin (%) sin(—x3)
Exercice 14.4

a) f(x) = sec(3x) + tan(2x3 — 5x) alors,

f'(x) = [sec(3x)]’ + [tan(2x3 — 5x)]’

f'(x) = sec(3x) tan 3x (3x)" + sec?(2x3 — 5x)(2x3 — 5x)’ Propositions 5'et 3’
f'(x) = sec(3x) tan 3x (3) + sec?(2x® — 5x)(6x% — 5) Propositions 5'et 3'

f'(x) = 3sec(3x) tan3x + (6x% — 5) sec?(2x® — 5x) Propositions 5'et 3'

b) f(x) = sin[cos(2x)] alors,
f'(x) = cos[cos(2x)][cos(2x)]'  Proposition 2’
f'(x) = cos[cos(2x)] [=sin(2x)] (2x)' Proposition 1’
f'(x) = cos[cos(2x)] [—sin(2x)] (2)

f'(x) = —2cos[cos(2x)] sin(2x)

c) f(x) = Vcotx +secx comme,

1
f(x) = (cotx)z +secx alors,

1 -1
f'(x) = Ecot 2 x (cotx)' + sec x tan x Dérivation en chaine et proposition 5
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1 -
f'lx) = Ecot 2 x(—csc?x)secxtanx  Proposition 4

f'(x) = T (—csc?x) secx tan x
2 cot2x

f'(x) ! (—csc?x) t

x) = —csc?x) secx tanx
2+/cotx
, (—csc?x)secx tanx
f'x) =
2+cotx

d) f(x) = tan?3x + sec*(5x) alors,

f/(x) = [tan®(3x)] + [sec*(5x)]’

£'(x) = 2tan(3x) [tan(3x)] + 4sec3(5x)[sec(5x)] Dérivations en chaine

f/(x) = 2tan(3x) sec?(3x)(3x)’ + 4sec3(5x) sec(5x) tan(5x) (5x)' Propositions 3'et 5’
£'(x) = 2tan(3x) sec?(3x)(3) + 4sec®(5x) sec(5x) tan(5x) (5)

f'(x) = 6tan(3x) sec?(3x) + 20sec*(5x) tan(5x)

e) f(x) = 7x3 — 4sin(3x) + csc(2 — x3) , alors
f'(x) = 21x% — 4 cos(3x)(3x)" — csc(2 — x3)cot (2 — x3)(2 — x3)' propositions 2' et 6'
f'(x) = 21x? — 4 cos(3x)(3) — csc(2 — x3)cot (2 — x3)(—3x2)

f'(x) = 21x? — 12 cos(3x) + 3x2% csc(2 — x3)cot (2 — x3)

f) f(x) = cot (g) alors,

!

) Proposition 4'

=t (223

x—1

, x+5\[(x+5)'(x—1)—(x+5)(x—-1)
f1() = —esc? (x - 1) (x —1)2

Dérivée d'un quotient
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, _ ,(X+5 1(x—1) = (x+5)(1)
f100 = —esc <x—1)l x— 12

Fe) = —ese? (3 - i) [(x :61)2]

x+5>
x—1

6
f'(x) = 12 cscz<

tan 5x
3—cot3x

alors

g f(x) =

__ (tan 5x)/(3—cot3x)—(tan 5x)(3—cot 3x)’
o (3—cot3x)2

f1e)

_ (sec?(5x)(5x)"(3 — cot 3x) — (tan 5x)(—[—csc?3x])(3x)’

dérivée d'un quotient

Propositions 3'et 4’

f'()

(3 — cot3x)2
.« (sec?(5x)(5)(3 — cot3x) — (tan 5x) csc?(3x) (3)
fre = (3 — cot 3x)2
) 5sec?5x[3 — cot3x] — 3 tan 5x csc?3x
f'x) =

(3 — cot3x)?

Exercice 15.1
a) f(x) = (sinx — 5) arccotx alors,

f'(x) = (sinx — 5)'(arccotx) + (sinx — 5)(arccotx)’ Dérivée d'un produit

1+ x2

f'(x) = cosx (arccotx) + (sinx — 5) Proposition 1 (chap.14) et 4

(sinx — 5)

f'(x) = cos x (arccotx) — Y

b) f(x) = (arccos x)(arctanx) alors,

f'(x) = (arccos x)'(arctanx) + (arccos x)(arctanx)’ Dérivée d'un produit

V1 —x2

f'(x) = (arctan x) + (arccos x) Propositions 2 et 3

1+ x2
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—arctanx arccosx

fl(x) = — T
__ arctanvx
c) f(x) " arccot2x alors,
) = (arctan \/E)’arc cot 2x — arctanv/x (arc cot 2x)’
[ = (arc cot 2x)?
(L)z arc cot 2x — arctan Vx (Lx)z>
) = 1+ (Vx) 1+ (2x)
B (arccot Zx)2
-1
777 Vi (—=2
2o e (2
e 15 @recot2x — arctanvx Tt a2
(arc cot Zx)2
1 2 arctan/x
——— arccot2x + -
) = 2./x(1 + x) 1+ 4x
(arccot Zx)2
arc cot 2x 2 arctan/x
+ 2
) = 2/x(1+x) 1+4x
(arc cot Zx)2

d) f(x) = arcsin(tanx) — arccos(cscx) alors,

f'(x) = [arcsin tanx]" — [arccos(cscx)]’
sec?x —(—cscx cotx) ,
f'(x) = - Propositions 3 Chap. 14, 1'et propositions 6 chap. 14, 2
V1 — tan?x V1 — csc2x
, sec?x cscx cotx
freo) =

Vi—tan?x +1-cscix

Dérivée d'un quotient

Propositions 3 et 4'
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arc cos x3
—— alors,

e) f(x) =

arc sin x2

(arc cos x3)" arcsin x? — arccos x3( arc sin x?)’

f'(x) = (are sinx?)? Dérivée d'un quotient
sz)arcsin x% — arccos x3 X
J1—(x3)2 [1 = (x2)2

f'(x) = (x*) (arcsina?)? () Proposition 2'et 1’
—3x*arcsinx® _ 2x arccos x>

f’(.X,')= Vl—x6 v1—x4

(arcsinx?)?

f) f(x) = In (arctane*) alors,

f'(x) = ———— (arctane®)’ Dérivée deIn et dérivation en chaine
arc tan e*
"(x) - " Derivée de e* P ition 3’
x) = érivée de e* Proposition
f arctane* 1+ e2x p
ex
fx) =

(arctane*)(1 + e?¥)

g) f(x) = 2x3 — sinxarccot5x alors,
f'(x) = (2x3)" — (sinx arccot 5x)’

f'(x) = 6x% — (sinx)"arccot 5x + sinx (arccot5x)’ Dérivée d'un produit

-5
f’(x) = 6x2 — cos x arccot 5x + sin x EE—
1+ 25x
5sinx
f'(x) = 6x* — cos x arccot 5x — ———
1+ 25x
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