Chapitre 15 : Dérivée des réciproques des fonctions trigonométriques

15.1 Dérivée des fonctions réciproques de sinus, cosinus, tangente et
cotangente

Dans ce dernier chapitre, nous étudierons les dérivées des fonctions réciproques ou inverses de
sinus, cosinus, tangente et cotangente (arc sin, arc cos, arc tan et arc cot)

Dérivée d’arc sin x :

1
1—x2

Proposition 1:Si f(x) = arc sinx, alors f'(x) =

Prouvons ensemble cette proposition.

. . _ . . _1 _ l d '
sin(arcsinx) = x, car sin(sin™"x) = x tel que vu dans mon cours!
[sin(arc sinx)]" = x" en dérivant le deux membres de l'équation

cos(arcsin x)(arcsinx)’ = 1 Proposition 1'du chapitre 14

1
(arcsinx)’ = —————— puisque nous recherchons la dérivée de arcsin x,donc on l'isole
cos(arcsin x)
(arcsinx)’ = ————= car comme la proposition 1 le dit f(x) = arc sinx
cos( f (x))

1
(arcsinx)' = oy ATV = f(x) par définition

1

J1—sin?y

Car comme : sin®y + cos?y = 1,donc cos?y = 1 — siny,donc cosy = /1 — sin?y

(arcsinx)’ =

N 1 ,
arcsinx)’ = Fin de la preuve!
( V== P
Car x2 = sin®y et en voici le pourquoi :
siy = arcsinx, alors

siny = sin arc sin x, appliqué le sinus aux deux membres



Donc, siny = sinsin™1x
siny = x

Oui, elle est assez complexe, mais des preuves de ce genre, vous en aurez a la tonne dans votre
cours de calcul 1...

Exemple 15.1
Calculons la dérivée de :
f(x) = x%arcsinx

f'(x) = (x?)"arcsinx + x?(arcsinx)’ Dérivée d'un produit

1
'(x) = 2x arcsin x + x? (—) Proposition 1
f T P
xZ
f'(x) = 2x arcsinx + ———
V1 — x?
Proposition 1’ : Si H(x) = arc sin f(x), alors H'(x) = mf’(x) = %

Exemple 15.2

Calculons la dérivée de : f(x) = arcsin(2x> — 8x)

1
f'(x) = (2x5> —8x)' Proposition 1’
J1—(2x5 — 8x)2
10x* — 8 _ .
f'lx) = ce qui est trés simple comme vous le voyez ...

J1—(2x5 — 8x)2

Dérivée d’arc cos x :

-1
1-x2

Proposition 2 : Si f(x) = arc cos x, alors f'(x) =

Comme la preuve de cette proposition est tres similaire a celle de la proposition 1, je passe
immédiatement a un exemple.



Exemple 15.3

Calculons la dérivée de : f(x) = (arccos x)3

f'(x) = 3(arccos x)?(arccos x)' Dérivation en chaine

f'(x) = 3(arccos x)? ( ) Proposition 2

V1 —x2
) —3(arccos x)?
fx) =
V1 — x?
Proposition 2’ : Si H(x) = arc cos f(x), alors H'(x) = ﬁf’(x) = %

Exemple 15.4

Calculons la dérivée de : f(x) = arccos(—x3 + 7x2? — 4)

N —(—3x?% + 14x)
i) _\/1 — (—x3 +7x2 —4)?
F10x) = 3x2% — 14x

V1= (—x3 + 7x2% — 4)2

Dérivée d’arc tan x :

1
1+x2

Proposition 3 : Si f (x) = arc tan x, alors f'(x) =

Exemple 15.5

Calculons la dérivée de : f(x) = (Inx)(arctan x)

f'(x) = (Inx)"arctan x + Inx(arctan x)’

1
f'(x) = ;arctanx + Inx ( ) Dérivée de Inx et proposition 3

1+ x2

arctan x N Inx
X 1+ x2

f'(x) =



Proposition 3’ : Si H(x) = arc tan f(x), alors H'(x) = o & () = 1+ff(2)]

Exemple 15.6

Calculons la dérivée de : f(x) = arctan(x? — 7)3

f(x) = TTGaEo 7 [(x2 —7)3]" Proposition 3'

f'x) = TTGIo7)e 3(x2—7)? (x2—7)" Dérivation en chaine
f'(x) = 727y 3(x* = 7)* (2x)

Fx) = —fi(z‘;__?;

Dérivée d’arc cot x :

-1
1+x2

Proposition 4 : Si f (x) = arc cot x, alors f'(x) =

Comme cette proposition est tres similaire a la proposition 3, passons immédiatement a la

suivante.
Proposition 4’ : Si H(x) = arc cot f(x), alors H'(x) = zf () = 1;];((;))]
Exemple 15.7

Calculons la dérivée de : f(x) = arccot(x> + tan x)

. —(x3 + tanx)’ L
[l =17 7 T tann)? Proposition 4
—(3x% + sec?x) o
f'(x) = Proposition 3 du chap. 14

1+ (x3 + tanx)?



Exercice 15.1
Calculons la dérivée de :
a) f(x) = (sinx — 5) arccotx

b) f(x) = (arccos x)(arc tan x)

arctanvx

C)f(x) - arccot2x

d) f(x) = arcsin(tanx) — arccos(cscx)
arc cosx3

)= cane

f) f(x) = In(arctan e*)
g) f(x) = 2x3 — sinx arccot 5x
15.2 Dérivée des fonctions réciproques de sécante et cosécante

En conclusion de ce chapitre, voici les propositions concernant les dérivées des fonctions arc
sécante et arc cosécante. Cependant, je vous fournirai seulement que les propositions, car la
maniére de trouver les dérivées de ces fonctions est, a mon avis, trop redondante pour les
analyser plus en détails par des exemples ou des exercices. Pour tout vous dire, certains
professeurs de cégep ne les étudient méme pas...

Dérivée d’arc sec x :

1
xVxZ-1

Proposition 5 : Si f (x) = arc sec x, alors f’(x) =

. . ) 1 ' f'(x)
tion 5’ : Si H = , al H -
Proposition i H(x) = arc sec f(x), alors H'(x) NGO f'(x) oo

Dérivée d’arc csc x :

-1
xVxZ-1

Proposition 6 : Si f (x) = arc csc x, alors f'(x) =

Proposition 6’ : Si H(x) = arc csc f(x), alors H'(x) = S O N

-1 , _
roTrors! @)= oo




Ces dérivées devraient étre la fin, oui oui la FIN de votre cours de Calcul 1. J'espére que ce
document aura su vous aider a mieux comprendre votre premier cours de calcul différentiel du
cégep. Il ne vous restera plus qu’a attaquer le cours de Calcul 2; LES INTEGRALES!!!!

Réponses
Exercice 15.1
a) f(x) = (sinx — 5) arccotx alors,

f'(x) = (sinx — 5)'(arccotx) + (sinx — 5)(arccotx)’ Dérivée d'un produit

f'(x) = cosx (arccotx) + (sinx — 5) 152

Proposition 1 (chap.14) et 4

(sinx —5)

f'(x) = cosx (arccotx) — T+ 2

b) f(x) = (arccosx)(arctanx) alors,

f'(x) = (arccos x)'(arctan x) + (arccos x)(arctanx)’ Dérivée d'un produit

f'(x) = m (arctan x) + (arccos x) 15 2 Propositions 2 et 3
£ = —arctan x N arccos x
YT Ao | 142

__ arctanvx

c) f(x) " arccot2x alors,
arctanvVx) arc cot 2x — arctan vx (arc cot 2x)’
f'(x) = ( ) ( ) Dérivée d'un quotient
(arc cot 2x)?
x)' — '

L)z arc cot2x — arctan \/; (%)

flx) = Propositions 3 et 4

(arccot Zx)2



-1
777 =2
f,(x) _ 1+ x arc cot 2x — arctan \/; <m>
(arc cot Zx)2
1 2 arctan+/x
——— arccot2x + -
) = 2./x(1 + x) 1+ 4x
(arccot Zx)2
arc cot 2x 4 2 arctanvVx
1) = 2,/x(1 + x) 1+ 4x°
(arccot Zx)2

d) f(x) = arcsin(tanx) — arccos(cscx) alors,

f'(x) = [arcsin tanx]" — [arccos(cscx)]’
, sec?x —(—cscx cotx) o , o ,
f'x) = - Propositions 3 Chap. 14, 1'et propositions 6 chap. 14, 2
V1 — tan?x V1 — csc?x
100 sec?x cscx cotx
x) = -
V1—tan?x V1 —csc?x
3
arc cosx
e) f(X) = m alors,
) (arc cosx*®)" arcsinx? — arccosx*( arcsinx?)’ = ,
f'lx) = Dérivée d'un quotient

(arcsin x?)?

2x
————arcsin x? — arccos x3 ———
1— (x3)2 1 = (x2)2
f'(x) = (*7) , &%) Proposition 2'et 1’
(arcsinx?)?

—3x?arcsinx? 2xarccos x3
V1 —x6 V1 —x*

(arcsin x?)?

f'(x) =



f) f(x) = In(arctane*) alors,

f'(x) = ———— (arctane®)’ Dérivée de In et dérivation en chaine
arc tan e*
f'(x) - e’ Dérivée de e* P ition 3'
xX) = érivée de e* Proposition
arctane* 1+ e2x P
ex
frx) =

(arctaneX)(1 + e?¥)

g) f(x) = 2x3 —sinxarccot5x alors,

f'(x) = (2x3)’ — (sinx arccot 5x)’

f'(x) = 6x% — (sinx) arccot 5x + sinx (arccot5x)’ Dérivée d'un produit
. -5

f'(x) = 6x? — cos x arccot 5x + sinx —

1+ 25x

5sinx

f'(x) = 6x? — cos x arccot 5x — ———
1+ 25x°



